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in ihrer Bdehtung wirken. Wir wollen dies zunaehst an ein paar 
Beispielen erlSutern. 

Als erstes Beispiel nehmen wir die in Pig. 2 gezeichnete 
krahnartige Konstruktion. In D ist eine Last P angehangt, und wir 
suchen zuerst die in 
D angreifenden und 
durch die Stangen 
DB und DC geliefer- 
ten Krafte, welche der 
Last P das Gleichge- 
wicht halten, indem 
wir das Dreieck (cfy 
zeichnen , von wel- 
chem eine Seite ver- 
tikal und gleich P,, 
die anderen Seiten 
parallel zu DB und 
D C sind. Diese Seiten geben, genommen in dem Umlaufssinne, 
der in der vertikalen Seite des Dreiecks ab warts geht, die ge- 
suchten Krafte. Die in den Stab DC fallende Kraft kehren wir 
um, um die in CD an C wirkende Kraft zu finden, und suchen 
durch das Dreieck (c) zu dieser Kraft die ihr das Gleichgewicht 
haltenden und in den St&ben CB und CA an C wirkenden Krafte. 
Die letztere dieser beiden Krafte reprasentiert sofort den Zug Q 
an dem festen Punkte -4, die in den Staben CB und D B gefun- 
denen Kraffce ergeben, in (&) zu einer Resultan- 
ten vereinigt, den Druck E auf den festen Punkt B. 

B 





Fig. 3. 



Wir wahlen als weiteres Beispiel ein einf aches Sprengwerk, 
wie es Fig. 3 zeigt. An der Balkenverbindung ABCD ist in B 
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und C die Last P aufgehangt und verteilt sich auf diese beiden 
Piinkte. Wegen der Symmetric der Figur muB auf jeden der 
beiden Punkte die Halfte der Last, J-P, entfallen. Nun wird ftir 
beide Punkte mit P als einer vertikalen Seite ein Dreieck kon- 
struiert, dessen andere beiden Seiten die Bichtungen der durcb 
den betreffenden Punkt gehenden Balken haben. Die fur den hori- 
zontalen Balken auf diese Weise gefundenen zwei Krfifte H werden 
dabei, wie es sein muB, einander entgegengesetzt gleich. Die in 
die schr&gen Balken fallenden Kriifte J) miissen noch ausgeglichen 
werden durch die in ihren Stutzpunkten A, U von der Unterlage 
ausgeubten KrSfte, die in der durch Fig 1 angegebenen Weise 
zu finden sind. Die so ermittelte horizontale Auflagerkraft wird 
aber wieder gleich H und 1st nach innen zu gerichtet, die verti- 
kale Komponente ist gleich -J-P und nach oben hin gerichtet. 

Ein weiteres Beispiel liefert der untenstehend % gezeichnete 
holzerne Dachstuhl. In den Punkten A^ A mogen die vertikal 
aufwSrts wirkenden Kraffce Ji', in A%, A die Lasten P, in A s die 
Last Q wirken. Man suche zunachst in A l , A b die in den Balken 
wirkenden Krafte, welche in diesen Punkten den Auf lagerkraften E 
das Gleichgewicht halten. Dies ist in der Pigur 5 (l) ausgefuhrt. 
Darauf suche man in den Punkten A% , A das Gleichgewicht her- 
zustellen, indem man jetzt die in die Balkenstucke AA%, A^A^ 
fallenden Krafte entgegengesetzt gleich den vorher gefundenen 
Kxaften 19 CTj anninimt. Dies wird durch die Pigur (2) aus- 



gefiihrt. Man findet 

so die Kraft 2 in 

dem Balkenstuck 

A Z A$ und die 

Kraft 

in dem 

Stutz- 



balken A%A 6 . Darauf 
bewirke man das 
Gleichgewicht ini 
Punkte AQ da- 
durch, dafi 
man zu 
den 
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Kraften, die man in den durch diesen Punkt 
gehenden Balken bereits gefunden hat und 
<iie man far die symmetrisch gelegenen Bal- 
ken sofort erganzen kann, die entgegengesetzt 
gleichen Kraffce nimmt und eine Kraft F in 
dein Balken A & A 3 , also in vertikaler Rich- 
tung, hinzufagt, welche die vorigen Krafte 
ins Gleichgewicht setzt. Da die liorizontalen 
Krafte in den Balkenstticken A^A l und A & A b 
sich sofort zerstoren, hat man nur die trans- 
versalen Krafte D zu beriicksichtigen und 
kann aus ihnen die vertikale Kraft V sofort 
herleiten, wie es in der Figur (3) geschieht. 
Endlich stelle man auf Grund desselben Prin- 
zips mit Hilfe der Pigur (4) in A B Gleich- 
gewicht her. was nnr mb'glich ist, indem man 
die Last Q geeignet annimmb, und zwar er- 
gibt sich aus den Piguren, dafi man 

9 = 2J2~ 2P 

zu machen hat. Dies zeigt sich in voller 

Deutlichkeit, wenn man die verschiedenen 

Figuren samt zwei sie symmetrisch erganzen- 

den fur die Punkte A, A$ zu einer einzigen 

Pigur zusammenlegt, indem man je zwei gleiche und entgegen- 

gosetzt gerichtete Strecken, die in zwei verschiedenen Teilfiguren 

vorkommen und die zwei Krafte in einem 

Balkensttick darstellen, in der Gesamtfigur 

zusammenfallen liiBt. Die SuBeren Krafte 

koinmen dann alle in dieselbe Vertikale zu 

liegen, und die Summe der beiden Auflager- 

krafte J2, 11 muB der Summe der drei Lasten 

P, ft -P gleich werden. 

Die so gefundene Gesamtfigur ist der 
Krafteplan des Dachstuhles. Dieser Krafte- 
plan tritt sonach hier auf als ein in einem 
Plane vereinigtes System von Kraftepolygo- 
nen, die alle der art mit einern bestimmten 
TJmlaufssinne behaftet sind, daB irgendeine, 
zweien von ihnen gemeinsame Seite beim Fig. it. 
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Umlaufen der beiden Bolygone in entgegengesetztem Sinne durch- 

fahreri wird. 

Ein weiteres, sehr anschauliches Beispiel fur einen derartigen 

Krafteplan liefert ein einfacher eiserner Sagedachbinder, wie 

er bei Fabrikan- 
lagenhaufigvor- 
kommi. A^A^ist 
die steile Seite, 
aufderdasLicht 
einfallt; A^A^A B 
das als Wetter- 
schutz dienen- 
de Dach. Das 
Dach wird durch 
denhorizontalen 




Fig 7. 



Balken AA d abgeschlossen, und als weitere Versteifung ist der 
schrage Balken oderStab A A 2 eingefiigt. Von der Gesamtlast mogen 
gleiche Teile P auf die Punkte A^ A$ entfallen, wfthrend in A 
und A 3 die vertikal nacL aufwSrts gerichteten Auf lagerkrSfte , Q' 
wirken, die nicht bekannt, sondern noch zu bestimmen sind. Wir 
beginnen damit, durch Fig. 8 (2) am Punkte A Gleicligewicht her- 






(4) 

zustellen. Die Kraft (^ f allt in das 

BalkensttLck A t A% , die Kraft J'in AA. 

Indem wir die erstere Kraft mit um- 

gekehrtem Sinne ubernehmen, stellen 

wir durch Fig. (1) im Punkte X a Gleich- 

gewicht her. Die Kraft 2 f^Lllt in A^A^^ die Kraft D in ^2-^4- 

Nun nehmen wir die umgekehrten Kraffce T, D fur den Punkt -4 4 

und bringen sie durch eine vertikale Kraft Q und eine horizontale 

Kraft 27, die in den Balken A^A^ f&llt, ins Gleichgewicht mit Hilfe 



U 



Daehbinder 



der Fig. (4). Endlicb zeigt Fig. (3), wie man die umgekebrten 
Krafte V und 2 dureb eine vertikale Kraft Q' in A s ausgleickt. 
Legt man die Eiguren (1), (2) einerseits und (3j, (4j anderseits 
zn je einem Yierecke zusammen, so warden diese Yierecke kon- 
gruent. Aus der Gleichheit ihrer yertikalen Seiten folgt 



Legen wir die beiden Yierecke, die wir , 
uns aus dem Zeicbenpapier ausgeschnitten 
denken, aufeinander und heften ihre R'an- 
der, mit Ausnahme des vertikalen Randes, 
aneinander, so entstebt der gesucbte 
Kraffceplan. Er ist bier als eine einfach 
zusammenbangende, zweiblattrige ebene 
Flache zu deuten, die mit einer Papier- 
tfite oder einer Papiermiitze, wie sie sicb 
Kinder nerzustellen pflegen, verglicheii 
werden kann. 

Wir wollen nocn als ein letztes Bei- 
spiel einen eisernen Yordaebbinder bebandeln, wie 




Pig 9. 



ibn 



Fig. 10 zeigt. In J?, J5 1: J5 2 , J? s wirken der Reibe nacn die Lasten 

i-P, P, P, ^-P, auBerdem wirkt in B eine nocb unbekannte Hori- 

zontalkraft H, die durcb die Befestigung des Facbwerkes in der 

Wand geliefert wird, und ebenso in dem festen Drehpunkt A eine 

Kraffc TT^von nocb zu bestimmender GroBe und Ricbtung. Zunacbst 

sucben wir in J5 3 die in 

die Ricbtungen JB 8 P 3 und 

J? 3 ^ 2 fallenden Krafte 

3 , ?7 8 , welcbe der Yerti- 

kalkraft P das Gleicb- 

gewicbt halten. Darauf 

bestimmen wir in J5 2 die 

in die Ricbtungen B$ B l 

und B*A fallenden Kraf- 




te 



welche der 



Pig. 10. 



Last P und der umgekebrten Kraffc 3 das Gleicbgewicbt balten, 
sodann in A* zu den umgekebrten KrSffcen D 2 und Z7 3 die 
ibnen das Gleicbgewicht baltenden und in die Ricbtungen A%B^ 
und A 2 A t fallenden Krafte, T 2 und Z7 9 . Weiter werden in B l 
die Last P und die umgekebrten Krafte 2 und T 2 dui*cb zwei in 
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die Richtungen B^B und B 1 A l fallende Krafte 0^ und D ins 
Gleichgewicht gebracht und in A 1 die umgekehrten Krafte D 1 

und Z7 2 durch zwei 
in die Richtungen 
A^B und A^ A fallen- 
de Krafte T! und L\ . 
Bringt man in B die 
umgekehrten Krafte 
G! und I 7 ! und die 
Last ^P ins Gleich- 
gewicht durch eine 
horizontale Kraft H 
und eine vertikale 
Kraft F, die durch 
den Stab BA auf- 
genommen wird, so 
ist H der durch die 
Wand in B auf das Fachwerk ausgetlbte Zug. Vereinigt man die 
umgekehrten Krafte V und U^ in A zu einer Resultanten, so 
ist diese die Druekkraft, welche das Fachwerk auf den festen 
Drehpunkt A ausubt. 

Alle Kraftepolygone, welche bei dieser Aufgabe verwendet 
worden sind, lassen sich zusammenlegen zu einem Krafteplan mit 
rechteckiger Uragrenzung. Die horizontale Seite dieses Rechteckes 
ist If, seine vertikale Seite V und seine Diagonale liefert die 
Auf lagerkraft W. 

Zweites Kapitel. 

Das Seileck. 

Wir betrachten jetzt ein Hangewerk von der beistehend ge- 
zeichneten allgemeinen Form. Die Auf htlngepunkte -4, B mSgen 
in derselben Horizontalen liegen. Die Form des Streckenzuges 

AA 1 A^A 3 B aber ist derart, 
dafi die Punkte JL 15 A%, A$ 
auf irgendwelchen Yertikalen 
zwischen A und B liegen, Ihre 
Anzahl kann beliebig vermehrt 
werden; ebenso ist die Grb'JBe 




Fig. 12. 



der in ihnen angebrachten 



Parallele Krafte. 



Lasten P l , P 2 , P 3 keiner Einschrankung unterworfen. Jedes gerad- 
linige Stuck des Streckenzuges, gleichgultig, aus welchem Material 
es in Wirklichkeit besteht, ob es ein Seil, einen Holzbalken oder 
einen Eisenstab reprasentiert, haben wir uns unter der Einwirkung 
zweier entgegengesetzt gleichen und der Richtung naeh mit der 
Strecke selbst znsammenfallenden Krafte zu denken. Die GrSBe 
dieser Kraffce sei fur die Strecken AA^ A^A^ A*A^ A B B der 
Reihe nach gleich /S' , S^ 6' 2 , 8$. 

Die Bedingtmg des Gleichgewichtes an den Punkten A l , -4 2 , A B 
erfordert nun, dafi sich z B. aus # , /S 1? P 1 ein Dreieck bilden 
lafit, von dem die Seite P l rertikal 1st und die Seiten , S 1 den 
zugehorigen Strecken des Streckenzuges parallel sind. Die drei 
Dreiecke, die so entstehen, lassen sich zu einer einzigen Figur 
vereinigen. Diese Figar besteht aus den in einer Yertikalen v 
aneinander gelegten Strecken P l , P 2 , P 8 und den Streeken $ , 
S l , &> , /S 3 , die aus einem Punkte nach den Begrenzungspunkten 
GO, ^i, C,, C 3 von Pj, Po, P 3 hinlaufen. 





Fig 13. 

Wollen wir nun endkeh auch in A 
und 3 Gleichgewicht herstellen durch 
Hinzufugung je einer horizontalen Kraffc E 
einer yertikalen Kraft F 1? T r 2 , so haben 



T 2 und 
wir aus 



/S 



, 



einerseits and 



2 andererseits je ein 
Dreieck zu bilden. Diese Dreiecke erhalten wir aber sofort, wenn 
wir in der vorigen Figur aus auf die Yertikale v das Lot M 
fallen. Die Dreiecke sind dann OMC Q und OJfC 3 , die Hori- 
zontalkrafte in A, B werden einander entgegengesetzt gleich, 
und ihre GroBe H wird durch die Strecke 031 angegeben; die 
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Vertikalkraffce werden durch die Strecken G Q M und j5f<7 3 re- 
pi-asentiert. 

Wir haben so aus der Figur insgesamt fiinf Dreiecke, jedes 
Dreieck mit einem bestimmten Umlaufungssinne, zu entnehmen. 
Jede gemeinsame Seite zweier Dreiecke wird zweimal, in ent- 
gegengesetztem Sinne, durchlaufen. Auch das Stuck der Verti- 
kalen v von (7 3 bis C^ wird zweimal, einmal abwiirts durch die 
Krafte P 3 , P 2 , P l , das andere Hal aufwarts durch die Krafte V 1 , F 3 
durchlaufen. Alle Dreiecke zusanimengenommen iiberdecken ein 
dreieckiges Stuck der Ebene doppelt. 

Denken wir uns die Strecken AA l und BA% veiiangert, bis 
sie sich iii einem Punkte D schneiden und fallen von D das Lot 
DE auf AB, so wird 

&AED ~ AOJIC , &BED ~ AOM C 8 , 
denn die Seiten dieser Dreiecke sind paarweise parallel. Daraus folgt 

MC Q : OM ED : AE, C^M: OM = 
mithin 



oder 

(1) 1^:7.- 7 -*,:* 

wenn wir AE = % 5 , AB = t setzen. 

Bringen wir in D eine Last, d. h. eine nack abwarts gerich- 
tete Yertikalkraft, von der GroBe 

(2) P=P 1 +P 2 + P 3 

an, so lafit diese sich, wie die Figur des Krafteplans sofort zeigt, 
in die Seitenkraffce B und OC zerlegen, d. h. in dieselben 
Krafte, die in A und B angriffen. Besteht ein Hangewerk also 
nur aus den Strecken AD und DB und ist die in D angebrachte 
Last die einzige wirkende, so werden die Eeaktionskriiffce in A 
und B dieselben wie vorher. Die in D wirkende Kraft P heifit 
dann die Resultante der parallelen Krafte P 1? P 2 , P 3 . 

Verlangern wir anderseits jede Strecke des Streckenzuges 
AA^A^A^B riickwarts, bis sie die Vertikale von A trifft, und 
seien die Punkte, die wir so auf dieser Vertikalen bekomraen, der 
Eeihe nach A, J? x , J5 2 , ^ 3 , so wird 
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Haben die Vertikalen der Punkte A , A% , A$ , B von der Verti- 
kalen des Punktes A der Reihe nach die Abst&nde a? 15 a; 2 , rr s , Z, 
so ergibt sicli demnach, da C^C^ = P t , O f 2 C f 1 = P 2 , <7 3 0o ==> P s 
und die gemeinsame H6he der zugehorigen Dreieeke M = H 1st, 



P 3 



woraias 



Da aber auch AO(7 C S ~ AJDJ.^ ? , folgt noch 
oder Pa; 5 = J.JB 3 jET, und somit wird 

(3) P 1 * 1 +7> 2 ;r 2 + P 3 * 3 = P;v 

Diese Gleichung dient dazu, X A zu berechnen. Ihre linke Seite 
ist das statische Moment 3Ji des gegebenen Systems paralleler 
Kr&fte ffir den Punkt A oder einen beliebigen Punkt der Yerti- 
kalen von A, namlich die Sumrne der Produkte aller Krafte in 
den Abstand ihrer Wirkungslinie von A. Die rechte Seite gibt 
entsprechend das statische Moment der resultierenden EIraft P, 
und es ergibt sicb 



Das Stuck AB B wird von der ersten und letzten Seite des Strecken- 
zuges AA L A 2 A B J3 oder, wie wir sagen werden, des Seilecks 
auf der Yertikalen von A abgeschnitten. Aus diesem Stuck A B% 
geht das statiscbe Moment hervor durcn Multiplikation mit dem 
Polabstande H. 

Da T 7 ! + F 2 = P ist ? so folgt aus der fruher gefundenen 
Gleicbung (l) mit Leichtigkeit 

(4) r 1 .i--p.(i-* t ), F..I--P.*.. 

Das statische Moment 3K = Px t wird, abgesehen vom Vorzeichen, 
also auch durch das statische Moment der Vertikalkraft T r 2 fur 
den Punkt A gegeben. 

Senken oder heben wir die Punkte A , A% , A$ , J5 in ihren 
Vertikalen um Stucke ^a^, QX 2 i ^^a? $1) ^ e i nren Abstanden von 
der Vertikalen des Punktes A proportional sind, wobei sie in die 
Punkte AI',AX, A$')B f ubergehen mb'gen, dann schneiden sich die 
Linien A^A^ und A^A^'j ebenso die Linien A%A$ und A^A^ r und 
endlich A B B und A$ B f allemal auf der Vertikalen von A. Ziehen 
wir zu den Linien AA^ A^A^, A% A$ \ A Z 'B' die Parallelen 
durch (7 , 19 2 , (7 37 so schneiden diese Linien sich wieder in 
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einem einzigen Punkte 0', der vertical unter in dem Abstande 
Q H liegt, und die Linie Jf 0' wird parallel zu der neuen AbschluB- 
linie AB'. 

Dies alles ist leiclit einzusehen, wenn man die ihnlichkeit 
der so entstehenden Dreieckspaare AAfA und C 0'0, JS^/J^ 
und G l O f O usw. schlieBlich von .4J2'.S und MO' beachtet/ Es 
folgt daraus aber die Konstruktion des Hangewerkes, wenn auBer 
den Punkten A,B die Krafte P n P 2 , P 3 und die Vertikalen, in 
denen sie wirken, gegeben sind. Man lege zunachst die Krafte 
P a , Jg, P 3 in einer Vertikalen e' aneinander und nehme den Pol 0' 
beliebig an. Von ihm ziehe man die Strahlen nach den Begren- 
zungspunkten <7 , C^ Cg, C B der Krafte und zu diesen Strahlen im 
Lageplan, von A anfangend, die Parallelen jedesmal bis zur nachsten 
Vertikalen, so daB der Streckenzug AA^A^A^B' entsteht, in 
dem B' in der Vertikalen von B liegt. Dann ziehe man durch 0' 
die Parallele zu B' A, die aus der Vertikalen den Punkt M aus- 
sohneidet, und konstruiere als Schnittpunkt der Horizontalen 
durch II mit der Vertikalen durch 0'. Die Parallelen zu den 
Strahlen OC , OC 1? 0(7 2 , 00$ liefern dann das gesuchte Hange- 
werk AA i A 2 A 8 B. 

Verschiebt man den Pol horizontal, so andern sich die Ab- 
stande der Punkte A t , A%, A B von der Linie AI> um Betriige, 
die ihren "Werten proportional sind. Ist ?/ der alte, y der neue 

Wert einer dioser Or- 
dinaten, so wird 

(5) I'ly-Hitf, 

C 2 wenn H den alten, J7' 
den neuen Polabstand 
bezeichnet. Den sehr 
einfachen Beweis hier- 
fiir diirfen wir wohl 
libergehen. 

Bezeichnen wir mit 
y die Ordinate P P 
mit x die zugehorige 
selbst, so ergibt sich 




Fig. U. 



eines Punktes P auf der Strecke A 1 A, 2 

Abszisse, mit x, y die Koordinaten von 

infolge des Zusammenhanges des Lageplans mit dem Krafteplan 

aus zwei Paaren ahnlicher rcchtwinkliger Dreiecke sofort 

* : ^ - >\ : 77, (y - y,} : ( - x ) = ( 7 t - Pj : 
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und hieraus weiter 

Aus den Gleichungen (3) 
und (4) folgt aber mit Leichtig- 
keit for beliebiges x 

d h. das statische Moment der funf parallelen Krafte 
PijPgjPg, F 1? T r 2 versehwindet fiir einen beliebigen Punkt. 
(Die Kr&fte T' 15 F s sind als aufw^rts gerichtet negativ in Rech- 
nung zu setzen.) Damit aber wird die vorher fur y gefundene 
Gleichung auch 

(6 &) it S = (x a?.-> ) P -4- (A x ^ P (I x] F 

Das Produkt aus der Ordinate y und dem Polab stand H wird also 
durch das statische Moment der links oder der rechts von der be- 
treffenden Yertikalen liegenden Krafte gegeben. Dieses statische 
Moment heifit das Biegungsmoment fur den betreffenden Punkt. 
Das Biegungsmoment wird sonach durch die Ordinaten 
der Figur AA 1 A% A Z B gegeben, wenn man dieselben noch 
mit dem Polabstand H multipliziert. Es ist nEmlieh leieht 
zu sehen, daB, was fur einen Punkt der Strecke A t A 2 bewiesen 
ist, fur jeden Punkt des Streckenzuges A A B gilt. 

Fassen wir die Figur AA^A^A^B als ein geschlossenes Poly- 
gon auf, so sehen wir, daB in jeder Seite dieses Polygons zwei in 
den Endpunkten der Seite angreifende KrSfte wirken. AuBerdem 
greifen in den Endpunkten des Polygons die ,,auBeren" Krafte 
Fj_, P 1? P 2 , P 3 , F 2 an, und zwischen den Kraften an jedem einzel- 
nen Eckpunkte besteht Gleichgewicht. Die Bedingungen dieses 
Gleichgewichtes werden durch die Figur des Kraffceplans graphisch 
gegeben. 

Das hiermit erledigte Problem hat die Besonderheit, daB 
die auBeren KrLffce parallel gerichtet sind. Wenn wir diese 
beschrankende Yoraussetzung fallen lassen, aber, urn die Yor- 
stellung zu fixieren, bei fiinf Kraften stehen bleiben, so ergibt sich 
folgendes allgemeinereBild: Wir haben ein Funfeck A Q A A%A A 
vor uns, das Seileck, jede Seite desselben reprasentiert zwei in 
ihr wirkende entgegengesetzt gleiche Kraffce, und auBerdem greifen 
in seinen Ecken beliebig gerichtete auBere Krafte P , P 1? P 2 , P 3 , P^ 
an. Da dann an jeder Ecke Gleichgewicht bestehen soil, miissen 
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sich firaf Dreiecke linden lassen, yon denen jedesmal eine Seite 
durch eine der auBeren Krafte der Grofie und Richtung nach ge- 

geben wird, wahrend die anderen 
beiden Seiten den in dem Angriffs- 
punkt der betreffenden SuBeren 
Kraft zusammenstoBenden Seil- 
eckseiten parallel sind. Die letz- 
teren Dreieckseiten reprasentieren 
der GroBe und Richtung nach die 
beiden Seilkrafte. Da diese 
Krafte aber paarweise entgegen- 
gesetzt gleich ausfallen sollen, gilt 
dasselbe auch von den in Rede 
stehenden Kr&ftedreiecken , die 
man sich mit einem bestimmten 
Umlaufssinne behaftet zu denken 
hat. Dieser Umlaufssinn ist da- 
durch gegeben, daB die, die aufiere 
Kraft dai-stellende, Dreieckseite in 
dem Sinne dieser Kraft durch- 
laufen werden muB. 

Demnach zeigt sich, daB sich 
hier wieder die fiinf Dreiecke zu 
einer einzigen Figur, dem Kr a f t e - 
plan, zusammenlegen lassen. Da- 
bei enden die, die Seilkrafte re- 
prSsentierenden, Dreieckseiten alle 
in demselbenPunkt, dem Krafte- 
pol 0. Die, die SuBeren Krafte reprasentierenden, Seiten hingegen 
schlieBen sich zu einem Polygon von bestimmtem Umlaufssinne, dem 
Kr&ftepolygon oder Krafteck, zusammen. Die Ecken dieses Po- 
lygons wollen wir mit (7 1 C 3 (7 3 4 bezeichnen, die Strecken 0(7 , 
OC t usw., welche die Seilkrafte darstellen, mit 5 , 8 19 5 a , 3 , 84. 
Wir wollen nun ein System rechtwinkliger kartesischer Ko- 
ordinaten einftihren, dessen Achsenrichtungen beliebig sind, dessen 
Ursprung aber in den Punkt (7 fallt. In diesem Koordinaten- 
system seien 3, $ die Koordinaten des Kriiftepols 0, ferner 




Fig 16. 



der Reihe naeh die Koordinaten der Punkte 0^0%, 6 y 3 , 
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DJ = o, 

(> 2 - %) (X - Xj) - (^ - -'i) (D - Da) - 0, 

0/3 - # 2 ) (x - se s ) - o, - *,) it I),) = o, 



Wir wollen auch die Ecken des Seilecks auf dieses Koordi- 
natensystem beziehea, und zwar seien 

X Q > #0 5 ^1 : #1 5 ^2 ? #2 5 ^3 J c/3 ? #45 #4 

der Reihe nach die Koordinaten der Punkte ^ , A, A 2 , A s , A. 

DaB die Seileckseiten ^ O i 5 i^2) 5 35^4 ^ en Strecken 8^8^ usw. 
der Reihe nach parallel sind, drtickt sicli dann durch die Pro- 
portion en aus: 

Cjro-4):i% ^) B -3E : 8 

(^ - x ) : l>, - // ) (3E - : (?) - gj 

usw., die sich aucli schreiben lassen: 



(8 ,) 



Wir bezeichnen noch die Komponenten der auBeren Krafte 
P , P 1? P a , P 3 , P 4 der Reihe nach mit 

dann wird, da das Kraffcepolygon sich schlieBt, 
Ferner ergibt sich: 
woraus umgekehrt tblgt: 

Cio) , 

I y v i *y _j_ "v oft x^ 1 i ~T7" i T?^ 

I ** ' ~~* i~ ""*1 "T~ - jl - 9 ) K/8 "~~ i~ 1 " 25 

I OC* _ V _J I?'" i "x*" [ ^r cr^ ^^ T*" i "v i TT" i 

vA 4 = A + JS4+ -A 2 + A 3 , 2^= J: + JTJL+ J: 2 H- 
Wir setzen endlich noch 
^o- 
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Nun bilden wir die linearen Gleichungen: 



(11 1 (9 - &)* - (X - 

- Bs)* - <X - 3Q0 - 8 - 8s, 

- 8> - (X - Xj* = 3-34, 

dann lassen sich 3 5 8u -84 derarfc bestimmen. daB dies die 
Gleiehungen der Seileckseiten s , 
chungen (8) lassen sich namlich schreiben 

2)ar 4 3t"*/ 4 = ?).r 3t'.(/ , . 

(8 - 9,)'o - CX - SJy* = (I) - D,K 



s warden. 



Die Glei- 



(?) - S*)** - (* - *J& - (9 - ^)^4 - (x - xj^. 

Nehmen wir sonach die durch die beiden Seiten dieser Gleichungen 
gegebenen Werte fur 3, 8-80 8-&, 3~3 8 , 8-841 so 
liegen die Punkte -dL 4 , A Q auf der durch die erste Gleichung (11) 
dargestellten geraden Linie, ^4 , A 1 auf der durch die zweite 
Gleichung gegebenen usf , wie es sein sollte. Unter Voraussetzung 
der angegebenen Werte von 3 ? 3 81 usw - wird aber 



3 5)2) <r 2 ft ^a).'/3 === 3s 3a 
oder, wenn wir die gefunden en Werte vonX i7 s 2) 1 usw.berticksichtigen, 

Q V" A. "V" Q O 



oder ktirzer geschrieben 

-^o ==B 3i ^i ^ 83 81 * -^i 
woraus sich ergibt 



(I0a) 



82 B=as ^o "I" ^ 
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Addiert man die Gleichungen (8) alle zueinander, so erhait 
man, da sich die Glieder mit X und $ herausheben, 

9i>o - XI^Q + @ 2 - 9i)*i - (* - i^i + - o 

oder 

r o ,r - 5: o i/ + I>! - X 1 ft + ... 0, 
d. h. 

( 9 a) Zt+^+Zt + Zi+Z^O. 

Es haudelt sicn nun darum, die hier eingefiihrten GroBen 
Z , Z t usw. auch geometrisch zu interpretieren. Nennen wir cp t 
den Winkel, um den die Kraft P. mit den Komponenten X i? Y" 
gegen die positive #-Achse geneigt ist, nennen wir ferner a a den 
Winkel, den der Radiusvektor aus dem Koordinatenursprung (7 
nach dem Angriffspunkt A t (x^ y^) dieser Kraft P f mit der posi- 
tiven ir-Achse einschlieBt und r f seine Lange, so wird (vgl. Fig. 1 7 ) 

X l = P a cos g i9 F t = P t sin 9 t , jr,. = r, cos y ? = r, sin ^ 
und somit 

Z l = Y".^ X z y % = P t ^ [sin g0 cos cs t cos q> t sin aj 
= P.r 2 sin (<p t z ). 

Der Wert von Z wird also gegeben durch den doppelten Inbalt 
des Dreiecks, von dem der Radiusvektor r { und die Kraffc P z zwei 
Seiten bilden, und diese Strecken scblieBen in der Tat den Winkel 
9i a z e ^ D * ^ er Win^sl cp { cif und damit der Ausdruck Z z be- 
kommt das positive Vorzeicnen, wenn die Kraffe P t auf die entgegen- 
gesetzte Seite von der Geraden des Radiusvektor fSllt wie die positive 
#-Acbse, oder, wie man sich die Sacne auch vorstellen kann, wenn 
die Kraft den Radiusvektor, an dessen Endpunkte A t sie angreiffc, 
in positivem Sinne (d. n. in dem Sinne eines waehsenden a^) zu 
dreben strebt, im entgegengesetzten Falle hat Z^. das Vorzeichen 
Minus. Sein absoluter Wert wird nacb der angef iibrten Bedeutung 
auch angegeben durch das Produkt der Kraft _P t in it dem Ab- 
stande 7^ der Linie, in der sie wirkt, von dem Koordinatenursprung 
C Q . GemaB dieser Bedeutung heiBt Z^ mit dem richtigen Yor- 
zeichen genommen, das statische Moment der Kraft P i fur den 
Punkt CQ. Will man das statische Moment derselben Kraft fur 
irgendeinen anderen Punkt A mit den Koordinaten #, y finden, 
so hat man nur die Koordinatenachsen derart parallel zu ver- 
schieben, daB der Ursprung nach A fdllt. Dann werden in diesem 

Timer ding, Krafteplane 2 



18 



EL Kapitel. Das Seileck. 



neuen Koordinatensystem die Koordinaten des Punktes A i gleich 
x i #? % V-> un ^ demgemaB findet man fiir das gesuchte Moment 

den Wert 



oder 



Die GrSfien X., Y { , Z^ die 

so das Moment fiir jeden Punkt 
der Ebene bestimmen, wollen wir 
kunffcig als die Koordinaten 
der Kraft bezeichnen. 

Wir definieren nun als das 
statische Moment eines Krafte- 
systems fur einen Punkt A die al- 
:Flg " 17 ' gebraische Summe der statischen 

Momente aller seiner Einzelkrafte fiir denselben Punkt A. Dann 
zeigt sich, dafi dieses Moment dargestellt wird durch den Ausdruck 




die Summe iiber alle KrSfte des Systems erstreckt. 
Wir fanden aber fur unser Kraftesystem 



und somit ergibt sich 



fiir jeden Punkt A der Ebene, d. h, wenn fur ein ebenes 
Kraftesystem sowohl das Kraftepolygon wie das Seil- 
eck sich schliefit, so verschwindet sein statisches Mo- 
ment fur jeden Punkt der Ebene. 

Es gilt aber auch das Umgekehrte. In der Tat ergibt sich, 
wenn fur irgend drei Punkte der Ebene (#, //), (%', #'), (x", y"}, 
die nicht einer geraden Linie angehoren, das statische Moment 
verschwindet, 

y =0, 



Resultante. 1 9 



d. h. X, s^i'i, >X t miissen, wenn sie nieht alle verschwin- 
<len, die Koeffizienten r/ , a t , 2 in einer linearen Gleichung 





sein, der die Koordinaten aller drei Punkte geniigen. Da diese 
aber nieht auf einer geraden Linie liegen sollen, konnen ihre 
Koordinaten auch nicht derselben linearen Gleichung geniigen, 
es muB also 

JX=o,^X -o, JX-o 

werden. Die ersten beiden Gleichungen drucken aus, daB das 
Kraft epolygon sich schlieBt; ist auch die dritte erfullt, so schlieBt 
sich ebenfalls das Seileek. Ftigen wir namlich den bereits gefon- 
denen Gleichungen der Seileckseiten als die letzte hinzu 



indem wir setzen 



^ = 



so wird in der Tat fur 3E 5 = 0, g) 5 ==0, ,3s ^= diese Gleichung 
identisch mit der ersten der Gleichungen (11), und damit fallen aueh 
die durch die Gleichungen dargestellten Seileckseiten zusa.mm.en. 

Aus dem Gefundenen folgt sofort, daB das statische Moment 
der Krafte P 1? P 2 , P 3 , P 4 zusammengenommen entgegengesetzt 
gleich ist dem statischen Moment der Kraft P , und direkt gleich 
dem Moment derselben Kraft mit umgekehrter Bichtung. Diese 
letztere Kraft, die wir H nennen wollen, aber ist die Resultante 
der vier Krafte P l , P 2 , P 3 , P 4 . Ziehen wir durch A eine Parallele 
zu der Kraft E und nennen Ji den Abstand des Angriffspunktes 
S dieser Kraft von der gezogenen Parallele (s. Fig. 18), so 
ist das in Rede stehende Moment =J5-7?. Die Linien der Seil- 
eckseiten SQ und $ 4 begrenzen aber mit der Parallelen zusammen 
ein Dreieck, das dem Dreieck (7 C ahnlich ist. Nennen wir 
in diesem Dreieck H die auf der Seite <7 C 4 oder R errichtete 
Ho'he und bezeichnen in dem anderen Dreiecke die Lange der 
Seite, die auf die zu P gezogene Parallele fallt, mit g, so wird 
R:H=g:h, und somit das Moment R-h H-g. 

Liegt also ein beliebiges Kraftesystem vor und konstruieren wir 
daftir das durch die Resultante E zum AbschluB gebrachte Kriifte- 

2* 
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polygon und das ebenfalls ungeschlossene Seileck fur einen Krafte- 
pol 0, so wird das statische Moment des Kraitesystems fur einen 
Punkt A gefunden, indem man das auf der Parallelen durch A 
zu It von der ersten und der letzten Seileckseite ausgeschnittene 
Stuck g mit dem Abstande H des Pols von der Besultanten 2? 
im Kr&fteplan multipliziert. 

Man beachte, da8 in den Gleichungen der Seileckseiten die 
Koordinaten x^ y. der Eckpunkte AI nur in den Yerbindungen 



vorkommen. Das bedeutet aber fiir die Koordinaten x^ y z eine 
lineare G-leiehung, d. h. die Gleichung einer geraden Linie, auf der 
der Angriffspunkt A i liegen soil. In dieser Linie wirkt die Kraft P { . 
Diese dachten wir uns namlich im Punkte AI angreifend, und 
auch ihre Richtung fallt mit der der gefundenen Linie zusammen ; 
denn sind #' f , y'. die Koordinaten irgendeines weiteren Punktes 
auf dieser Linie, so wird auch 



und durch Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen er- 
gibt sich sofort 

(*'.-O:(2/' t -^) = X t :r 8 , 

worin die analytische Begriindung der Behauptung liegt. 

Geben wir die GroBe und Eichtung der Krafte und aufierdem 
ihre Wirkungslinien a v a%, a, a 4 , so sind die Grofien X# Y^ 
Z { festgelegt und umgekehrt. Wir wollen nun fragen, welcher 
Spielraum dann noch fur das Seileck bleibt, dessen Endpunkte 
auf den Wirkungslinien der einzelnen Krafte liegen, und far das 
diese Krafte ein System auBerer Krafte darstellen, d. h. durch die 
Spannungen in den Seileckseiten im Gleichgewicht gehalten wez-- 
den. Wir konnen leicht zeigen, daB von dem Seileck die ersten 
beiden 1 Seiten bis auf die Bedingung, daB sie sich auf der Wir- 
kungslinie der ersten Kraft schneiden mussen, wiUkiirlich bleiben, 
daB dadurch aber das ganze Seileck eindeutig bestimmt ist. Hier- 
bei ist nur vorausgesetzt, daB im Krafteplan der Kr'aftepol mit 
keiner der Krafte in einer geraden Linie liegt. 

In der Tat wird zunachst durch die Bichtungen der beiden 
ersten Seileckseiten die Lage des Kr&ftepols bestimmt, indem 
wir zu ihnen durch G G und O i im Krafteplan die Parallelen ziehen; 
diese schneiden sich in 0. Ist aber der KrSftepol und damit die 



Yerandemng ties Seilecks. 
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Richtung jeder Seileckseite gegeben, so konnen wir noch einen 
Punkt beliebig annehmen, durch den die erste Seileckseite gehen 
soil; damit 1st dann das ganze Seileck vollig festgelegt. 

Zwei Seilecke, die zu demselben Kraftesystem und demselben 
Kraffceplan gehQren, deren korrespodierende Seiten also parallel 
sind, wollen wir Equivalent nennen. 

Wir konnen noch fragen, wie sick ein Seileek andert, wenn 
im Kraffceplan der Kr&ffcepol versehoben wird. Zur Beantwortung 
dieser Frage mussen wir die Gleichungen der Seileckseiten noch 
einmal hinschreiben for veranderte Werte 3E', g)', 3' von 3J, f), 3- 
Greifen wir dann die Gleichungen zweier korrespondierenden Seil- 
eckseiten heraus, etwa 



C& - 81) - (^' -SJy- 8' - 8., 

so ergibt sich aus ihnen durch Subtraktion sofort 



Diese Gleichung ist aber unabhangig davon, welches Paar korre- 
spondierender Seileckseiten wir herausgreifen, Sie ist erfallt 
fQr die Koordinaten aller 
der Punkte, welche die 
Gleichungen zweier kor- 




Fig. 18 



respondierenden Seileckseiten befriedigen, d. h. die Schnittpunkte 
dieser Seiten bilden; und somit finden wir die Gleichung einerbe- 
stimmten geraden Linie a, auf der sieh alle Paare kor- 
respondierender Seileckseiten schneiden. Diese Gerade 
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1st aufierdem der Yerbindungslinie der beiden Krafte- 
pole, des alten und des neuen, parallel. Denn bilden wir 
ihre Gleicliung fiir die Koordinaten #', y irgendeines weiteren 
auf ihr gelegenen Punktes: 



so folgt durch Subtraktion der vorhergehenden von dieser Glei- 
chung sofort 

(8'-8i(*'-*;-(ff-2W-!0 = <> 
oder 

(x - x) : (y - y) = (3T - Z) : ($' - D), 

worin die Begriindung der Behauptung liegt. 

Zwei Seilecke, die in dieser Beziehung stehen, heiBen homo- 
log, und die Gerade a, auf der sicn die Paare ihrer entsprechenden 
Seiten schneiden, neiBt ihre HomologieacL.se. Mit Hilfe dieser 
Achse kann das homologe Seileck unmittelbar konstruiert werden, 
und jedes Seileck, das wir so, bei beliebiger Wahl der Honaologie- 
achse und der neuen Riehtung der ersten Seileckseite, finden, ist 
ein Seileck fiir dasselbe Kraffcesystem wie das erste (wenn 
wir uns von jeder Kraft Wirkungslinie, GroBe und Sinn gegeben 
denken). Umgekehrt sind, wie aus dem Gesagten sofort hervor- 
geat, zwei Seilecke immer homolog, wenn sie zu demselben Kraffce- 
system gehoren und nicht Equivalent sind. 

Mit dem, was wir bis jetzt gesagt haben, ist der geometrische 
Gehalt der die Seileckseiten festlegenden Gleichungen noch nicht 
erschdpffc. Um aber ihre voile Ausdeutung zu gewinnen, mtissen 
wir aus der Ebene in den Eaum gehen und zu geometrischen 
Betrachtungen greifen, die, ehe wir weitergehen, kurz im Zu- 
sammenhange dargestellt werden mc5gen. Hierbei mtissen wir uns 
jedoch auf das, was fiir uns notig ist, beschranken und fiir alles 
weitere auf die Lehrbiicher der neueren Geometrie verweisen. 



Drittes Kapitel. 

Das Nullsystem. 

Wir kniipfen an die analytische Darstellung einer Ebene im 
Baume an, die wir in einer besonderen, fur unsere Zwecke be- 
quemen Form geben wollen. Wir denken uns ein rechtwinkliges 



Ebenengleichung. 



Koordinatensystem im Raume, C Q sei sein Ursprung, x, y, z seien 

die Koordinaten selbst. Wir nehmen nun eine Ebene #, welche 

die -Achse in einem Punkte Z Q schneidet und mit dieser Achse 

den Winkel <p bildet 1st 

derselbe von 90 verschie- 

den, so gibt es eine ein- 

zige horizontal (d. h. zur 

z- Achse senkrechte) gerade 

Linie jp, die durch Z geht 

und in it liegt. Auf diese 

Linie# fallen wir aus einem 

beliebigen Punkte P der 

Ebene n das Lot P, und 

weiter aus P und Q die 

Lote PP' und QQ' auf 

die xy- Ebene. Fallen wir 

endlich noch aus Q das 

Lot QP auf PP', so wird 

der Winkel $PP 1 gleich dem Winkel <p und somit 




P 1 P== P! Q cotg (p = P 
Setzen wir aber die Ordinaten P'P = 



cotg g>. 



so wird 



Ferner sei ip der Winkel, den der Radiusvektor P' mit der 
positiven x- Achse bildet, & der analoge Winkel fur den Radius- 
vektor <7 Q', so wird, da P'$' auf $' senkrecht steht, 



= P' sin q - cos 0- P' cos ^ sin # 

= / cos & x - sin #, 

wenn wir mit # P' cos ip, y = (7 P' sin ip die Koordinaten des 
Punktes P' in der xy- Ebene beze|chnen. Somit verwandelt sich 
die erste Gleichung in 

5 SQ cotg cp (z/ cos # x sin ^J. 
Dieser Gleichung wollen wir die Form geben 
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indem wir 

(2) XQ = 7: cotg cp - cos #, # = & cotg 9 sin # 

setzen. Der Punkt P mit den Koordinaten # , */ , # 1st ein Punkt 
der Linie p, und sein Abstand P$Z Q von Z , d. h. von der ^-Achse, 
hat den Wert 

(3) r=-7t'- cotg (p. 

Dieser Punkt P bestimmt die Lage der Ebene im Raume, die 
ursprunglich durch die GroBen # , -9-, q> festgelegt war. Es ist gut, 
noch einmal an die Bedeutung dieser GroBen zu erinnern. ist 
die Ordinate des Punktes Z Q , in dem die Ebene it die 2-Achse 
schneidet, # ist der Winkel, den die horizontal en Geraden der 
Ebene TC mit der xz- Ebene einschlieBen, also auch der Winkel, 
den die Spur der Ebene it in der xy- Ebene mit der #-Achse 
bildet, <p endlich ist der Winkel ; den die Ebene mit der -Achse 
bildet, 90 cp also der Winkel, um den die Ebene gegen die 
x y- Ebene, die wir als horizontal ansehen, geneigt ist. 

Wir wollen auch auf die Bestimmung der Yorzeichen achten. 
Der Winkel <p kann nach zwei Seiten gerechnet werden, die durch 
das Yorzeichen zu unterscheiden sind. Entsprechend kann auch 
der Abstand r nach zwei Seiten gerechnet werden, die wieder 
durch das Yorzeichen geschieden werden mussen. Der Zusammen- 
hang zwischen beiden Yorzeichenbestimmungen ist durch (3) ge- 
geben: mit cp wird auch r positiv oder negativ, wenn wir, was 
wir durfen, <p in die Grenzen 90 und + 90 einschlieBen. Was 
die geometrische Deutung dieses Zusammenhanges betrifft, so ist 
leicht zu sehen, daB bei positivem Jc fur einen in die Richtung 
ZflZgestellten Beobachter, der nach P hinsieht, der aufsteigeude 
Teil der Ebene ic nach links hin liegen muB. In der Tat wird 
fur einen Punkt dieses Teils der Ebene & > 0, mithin nach (l) 

oder r sin ip 



d. h. wenn r > 0, i/; > # und wenn r < 0, fy < &: der Punkt P : 
liegt, wenn, wie wir es annehmen wollen, der positive Drehsinn 
in der xy- Ebene, der von der positiven #-Achse zur positiven 
^-Achse fuhrt, links herum geht, links oder rechts von dem Strahl 
CQ, je nachdem P auf derselben oder der entgegengesetzten Seite 
wie Q liegt, was mit der fruheren Festsetzung gleichbedeutend ist. 
In der Form (l) wollen wir von nun an die Gleichung einer 
Ebene it im Baume annehmen. Der Faktor Jc auf der linken Seite 
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bleibt willkurlieh wahlbar. Er bringt die linke und die rechte 
Seite der Gleichung auf dieselbe Dimension, wenn wir ihm selbst 
die Dimension einer Lange geben, SpSter werden wir fiir & ein- 
fach die L&ngeneinheit wSblen. 

Ftii* den Punkt P der Ebene rt, der deren Lage im Eaume be- 
stimmt, gebrauchen wir die von Mo bins in seinem Lehrbuch 
der Statik (1835, Werke Bd. 3) eingefiibrte Bezeicbnung, indem 
wir ihn den Nullpunkt der Ebene nennen. Umgekehrt heiBt die 
Ebene selbst die Nullebene des sie festlegenden Punktes P . 
Diese Zuordnung von Pnnkten und Ebenen im Eaume bezeicbnet 
Mobius als ein Nullsystem, und die - Achse unseres Koordi- 
natensystems ist die Acbse des Xullsystems. Sie soil kunffcig 
immer durcb den Bucbstaben z cbarakfcerisiert werden. 

Die Beziehung des Nullsystems zu seiner Acbse laBt sieb geo- 
metriscb folgendermaBen cbarakterisieren: Um zu einem Punkte 
P Q die zugebSrige Ebene it zu finden, falle man aus JP auf die 
Acbse das Lot P Z , dessen Lange r sei, und lege durcb dieses 
Lot die Ebene, die mit der Acbse den durcb die Gleichung 

(4) cotg<p=y 

festgelegten Winkel 95 bildet, wobei wir die oben gegebene Eegel 
fiir die Bestimmung der Seite, nach der bin dieser Winkel ge- 
nommen werden muB, zu beacbten haben. 

Liegt der Punkt P auf der Acbse selbst, so wird die zuge- 
bSrige Nullebene die Normalebene der Achse in diesem Punkte. 

Nur far die Ebenen, die der Achse parallel sind, versagt die 
Auffindung des Nullpunktes. Sie sind also singulare Ebenen 
des Nullsystems. Man kann sie auch so charakterisieren, daB 
man sagt, der Nullpunkt riicke fur sie in unendliche Entfernung, 
und zwar in einer bestimrnten Eichtung, so daB ihnen nicht mehr 
ein Punkt, sondern eine Eichtung zuzuweisen ist. Um dies zu 
erkennen, setzen wir in der Gleichung (1) 



und dividieren sie durch Q. Lassen wir dann Q fiber alle Grenzen 
wachsen, so ergibt sich 

(5) Jfef-qa-Sy. 

Dies ist sonach die Gleichung der Nullebene, wenn der Nullpunkt 
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sicli nach der durch die Proportion 



bestimmten Richtung ins Unendliehe entfernt. Diese Richtung ist 
in der Ebene selbst enthalten. In der Tat muB der Nullpunkt, 

auch wenn er in unendliche Entfernung 
riickt, in seiner Nullebene bleiben, d. h. 
sich in einer Richtung entfernen, die 
der Ebene selbst angehort. Bezeichnen 
wir mit d den Abstand der Achse von 
der zu ihr parallelen Ebene, so wird 
dieses d die Hohe in einem recht- 
winkligen Dreieck, von dem die durch 
die Ebene auf der x- und #-Achse ab- 
geschnittenen Stiicke w, n die Kathe- 
ten bilden, und sonach ist 
m- 




Tig. 20. 

indem wir in ihr zuerst y 



Es folgt aber aus der Ebenengleichung, 
= und dann oc = machen, 



m = , 



n = 



und damit ergibt sich 



oder 

(6) d = k 

wenn wir mit % den Winkel bezeichnen, den die der Ebene zu- 
geordnete Richtung mit der g- Achse bildet. Diese Richtung kann 
ihrerseits beliebig gewahlt werden, nur die Richtung der 8- Achse 
selbst ist auszuschlieBen Denn fiir % = wird d = oo, d. h. die 
ganze zugehorige Ebene riickt ins Unendliche. In alien anderen 
Fallen ergibt sich eine bestimmte Durchmesserebene, d.h. der 
Achse parallele Ebene, die der gegebenen Richtung zugeordnet ist. 
Man beachte ferner, daB die Gleichung (1) sich nicht andert, 
wenn man #, durch + <^ ; -o+ ^ ersetzt, was auch der Wert 
von S sei. Daraus folgt aber, daB, wenn man den Nullpunkt auf 
einer Parallelen zur Achse, einem Durchmesser des ETullsystems, 



Durckmesser und Durchmesserebenen 



verschiebt, die zugehorige Nullebene sich parallel verschiebt. Je- 
dem Durchmesser 1st so eine bestimmte Ebenenstellung zugeordnet, 
genau analog wie jeder Durchmesserebene eine bestimmte Linien- 
richtung zugeordnet wird. 

Die Gleiehung (ij Under! sich auBerdem nicht, wenn wir rr, 
#, & mit # , 2/ , * vertauschen. Das bedeutet aber: Liegt ein 
Punkt P in der Nullebene eines anderen Punktes P , so 
liegt aucb P in der Nullebene von P. Die Beziehung 
zwischen zwei solchen Punkten, die dureh die Gleicbung (l) ge- 
geben wird, 1st also umkehrbar, und wir nennen zwei solche 
Punkte konjugierte Punkte des Nullsystems. 

Wir wollen nun beweisen, dafi den Punkten einer belie- 
bigen Geraden g alle Punkte einer anderen Geraden g 
konjugiert sind, oder mit anderen Worten, dafi, wenn der NuH- 
punkt auf einer Geraden g fortruckt, seine Nullebene sich um eine 
andere Gerade g dreht. Dann sind auch umgekehrt den Punkten 
von g die Ebeuen durch g als Nullebenen zugeordnet. Wir linden 
demnach zu einem Punkte auf einer der beiden Geraden die zu- 
gehorige Nullebene, indem wir diesen Punkt mit der anderen Ge- 
raden durch eine Ebene verbinden. Zwei so einander zugeordnete 
Gerade g, c/ heifien reziproke Polaren des Nullsy steins. 

Wir wahlen, um den Beweis zu fuhren, fur g eine Gerade, die 
in P auf der horizontalen Geraden Z Q P senkrecht steht, worin, 
solange P willkiirlich bleibt, keine Spezialisierung liegt. Wir 
bezeichnen mit P ' einen beliebigen Punkt von #, mit C ', %', ^ ' 
seine Koordinaten, ferner konstruieren wir das rechtwinklige Drei- 
eck Po^o-Po'' in dem Qo-^o' vertical? P ^ horizontal ist. Da ferner 
P Q Q senkrecht zu Z P ist, konnen wir den Winkel, den es mit 
der xz -Ebene einschlieBt, gleich 90+ ^ annehmen, wenn # der 
Winkel ist, den Z P mit der ir^-Ebene bildet, und ist cp r der 
Winkel, den die Linie P P ' mit der Richtung der ^-Achse bildet, 
so wird Q Q P Q ' = P Q Qo' cotgqo'. Somit werden die Projektionen 
von P P ' auf die Koordinatenachsen 3 sin O, q cosO-, g cotg<p' 
und wir finden, wenn wir noch P Q Q Q = d setzen, fur die Koordi- 
naten des Punktes P ' die Werte 

^ + 3 cotgg/; 



wenn wir diese Werte in die Gleichung (1) einsetzen, so er- 
halten wir fur die Nullebene von P ' die Gleichung 
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Diese Gleichung ist far jeden Wert von #, d. h. wie auch der 
Punkt P ' auf g angenommen werde, befriedigt, wenn gleichzeitig 



Ji cotgg/ = cos# - x + sin# y 

wird. Die erste dieser Gleichungen ist wieder die Gleichung (l) 
der Ebene rt, die zweite Gleichung ist die Gleichung einer zur 
*- Achse parallelen Ebene JB', die mit der #* -Ebene den Winkel 
90+ # einschliefit, also zur Geraden Z P Q senkrecht ist und auf 
ihr das Stiick 

(7) / /i-cotgy' 

abschneidet, wie sich sofort ergibt, wenn man in die Ebenen- 
gleichung einsetzt 

x / cos-0 1 , y = 



Da die Ebene it aber durch die Gerade Z Q P Q hindurchgeht, steht 
die Schnittlinie g der beiden Ebenen it und it' ebenfalls auf der 
Geraden Z Q P Q senkrecht und bildet mit der Achse 2 denselben 
Winkel cp wie die Ebene JE. Die Gerade 
g ist aber die gesuchte reziproke Polare, 
deren Punkte zu alien Punkten von g 
konjugiert sind und in der sich die Null- 
ebenen aller Punkte von g schneiden. 
Wir find en daher, da6 zwei reziproke 
Polaren des Nullsystems sich in folgen- 
der Weise geometrisch festlegen lassen: 
Sie treffen beide dasselbe Lot der 
Achse, und zwar sind die durch 
die Treffpunkte auf dem Lote ab- 
geschnittenen Stucke r, r mit den 
Winkeln 9', 9?, die #, g mit der 
Achsenrichtung einschliefien, 
durch die aus (4) und (7) resultierende Relation verbunden 

(8) r tang cp = r tang 9?' = Jo . 

Hieraus folgt aber, dafi, wenn wir cp = cp nehmen und die 
Gerade g der Bedingung 

(9) rtangg? = "k 

genugen lassen, die reziproke Gerade mit ihr zusammenf allt. Eine 
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seiche Gerade hat also die Eigenttimlichkeit, JaB, wenn der Xull- 
punkt auf ihr fortrflckt, die Nullebene sich um sie selbst dreht. 
Eine Gerade von dieser Eigenschaft bekommen wir immer, wenn 
wir durch einen Punkt in seiner Nullebene oder in einer Ebene 
durch ihren Nullpunkt eine gerade Linie beliebig ziehen. Denn 
nehmen wir auf dieser Linie zwei Punkte an, von denen der eine, 
P, beliebig ist, wahrend der andere der Nullpunkt P ist, durch 
den die Linie gezogen wurde, so geht nach der Voraussetzung die 
Nullebene des Punktes P durch die Linie g hindurch, die Null- 
ebene des Punktes P muB aber auch durch den Punkt P gehen, 
da P in der Nullebene von P liegt. Die reziproke Polare von 
g, in der sich die Nullebenen der Punkte von g schneiden, fallt 
also in der Tat mit g selbst zusammen. Eine Gerade von dieser 
Eigenschaft heiBt nach Mo'bius eine Nullinie des Sullsystems. 

Es ist auch sofort zu sehen, daB jede Gerade, die zwei rezi- 
proke Polaren des Nullsystems trifffc, eine Nullinie ist. Denn ver- 
bin den wir sie mit einer dieser beiden Polaren durch eine Ebene, so 
geht sie durch den Nullpunkt dieser Ebene, namlich ihren Schnitt- 
punkt mit der anderen Polaren, hindurch, ist also eine Nullinie. 
Zu den Nullinien gehdren insbesondere alle Geraden, welche die 
Achse des Nullsystems unter rechtem "Winkel treffen. 

Wir wollen noch bemerken, daB naeh den angegebenen Eon- . 
struktionsregeln das Nullsystem unge&ndert bleibt, wenn man 
den ganzen Raum einer Drehung um die Achse des Nullsystems 
oder einer Parallelverschiebung in der Eichtung dieser Achse 
untei-wirffc. Ein Punkt und eine Ebene, die einander als Nullpunkt 
und Nullebene zugeordnet sind, bleiben auch nach einer solchen 
Bewegung in der gleichen Weise miteinander verbunden. Eine 
Nullinie geht wieder in eine Nullinie fiber, und zwei reziproke 
Polaren bleiben auch nach der Yerruckung zwei reziproke Polaren 
desselben Nullsystems 

Das Nullsystem zeigt eine groBe Ahnlichkeit mit dem Polar- 
system einer Flache zweiter Ordnung. Auch hier wird jedem 
Punkte eine Ebene zugewiesen und umgekehrt, und ist einern 
Punkte P eine Ebene TC zugeordnet, so ist jedem Punkte von 
it eine Ebene zugeordnet, die durch P hindurchgeht. Aber beim 
Polarsystem liegen nur die Punkte der sog. Ordnungsflache auf 
ihren Polarebenen, welche dann die Ordnungsflache in deni zu- 
gehSrigen Punkte beruhren, wahrend bei dem Nullsystem jeder 
Punkt in der ihm zugeordneten Ebene liegt. 
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Auch in der analytischen Darstellung zeigt das Polarsystem 
eine groBe Ahnlichkeit mit dem Nullsystem. WShlen wir ins- 
besondere fur die Gleichung der Flache zweiter Ordnung die folgende 

(10) lit xy , 

also for die Plache selbst ein gleichseitig hyperbolisches 
Paraboloid, das durch die x- und #-Acbse des Koordinaten- 
systems hindurchgeht und dessen Achse in die ?- Achse f&llt, so 
ergibt sicli fur die Polarebene eiues Punktes (,r , # , ,r ) die 
Gleichung 

(10 a) lt(* + z Q ) == j^j + !/tX. 

1st die Flachengleichung dagegen 

(11) 2**-^+^, 

die Flache also ein Botationsparaboloid, so lautet die Glei- 
chung der Polarebene 

(11 a) *(* + - r o) *= w + y*y- 

Es ist aber auch leicht, diese beiden Polarsysteine aus dem 
Nullsystem direkt herzuleiten, indem man allein die Nnllpunkte 
und nicht gleichzeitig auch die Nullebenen eine Bewegung aus- 
fuhren laBt. Ersetzt man namlich in der Grundgleichung (l) 
durch ~^ , 2/ durch - # , so geht sie in (10 a) fiber. Diese 
VerSnderung der Koordinaten bedeutet aber, daB man die Null- 
punkte eine halbe Unidrehung um die oj-Achse, also um eine die 
Achse z des Nullsystems senkrecht treffende Linie ausfuhren lUBt, 
es ergibt sich demnach: Dreht man die Nullpunkte aus ihren 
Nullebenen durch eine halbe Umdrehung um eine die 
Achse des Nullsystems senkrecht treffende Linie heraus, 
so geht die durch das Nullsystem gegebene Zuordnung 
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes in die 
desPolarsystems eines hyperbolischenParaboloids fiber, 
das die Drehachse selbst enthS.lt und dessen Achse mit 
der Achse des Nullsystems zusammenfallt. 

Dieses Paraboloid ist mit Nullinien des Nullsystems vollstandig 
uberdeckt. Es sind dies die Nullinien, welche die Drehachse (d. h. 
die x- Achse) unter rechten Winkeln schneiden und durch die Glei- 
chungen 

z __ r 

SC -* / ~ ~ ~ ~~z~" . 

y k 
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wobei r willkurlieh bleibt, bestirnmt sind. Eliminiert man aus 
diesen Gleicliiingen r, so erhalt man in der Tat die Gleichung ( 10) 
des Paraboloids. 

Die Xullinien bilden auf dem Paraboloid die eine der auf ibm 
enthaltenen zwei Regelscharen, die andereRegelschar, derenStrahlen 
alle Strahlen der ersten Regelschar schneiden, besteht aus Paaren 
reziproker Polaren des Nullsystems, die sjmmetiisch zu dessen 
Achse z liegen und die #- Achse unter rechten Winkeln treffen. Fur 
zwei solche reziproke Polaren ergeben sieh, da, wenn r' = r, 
g/ = (p -^ird, ans (8) for die Geraden g und g' 

r tang 9' k und / tangqo = & 
folgt, die Gleichungenpaare 

y =* r, * = 

A. 

und 



durch Elimination von r resp. / erhalt man wieder die Gleicbung 
des Paraboloids. 

Auch das zweite der erwalinten Polarsysteme kann man aus 
dem Nullsystem herleiten, indem man jetzt 

4r durch * , ^ durch ?/ , y durch a' 

ersetzt. Dies bedeutet aber geometrisch, daB man erstens die 
Nullpunkte an der a.'#-Ebene, also einer zur Achse z des Null- 
systems senkrechten Ebene, spiegelt und sie zweitens urn diese 
Achse durch 90 dreht. So finden wir: Spiegelt man die Null- 
punkte an einer zur Achse des Nullsystems senkrechten 
Ebene und lafit sie auBerdem eine Viertelumdrehung um 
diese Achse ausfuhren, so geht die Zuordnung des Null- 
systems in die des Polarsystems eines Rotationspara- 
boloides iiber, dessen Eotationsachse mit der Achse des 
Nullsystems zusammenfallt. 

Um nun die Bedeutung des Xullsystems fiir unsere 
statischen Aufgaben darzulegen, knupfen wir nach dem Yor- 
gange von F. Klein an den froher gefundenen Ausdruck fur das 
statische Moment z = 501 (J.) einer einzelnen Kraft an. Dieser 
Ausdruck lantete 
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wenn #, ]] die Koordinaten des Bezugspunktes A und X, F, 7, 
die Koordinaten der Kraft sind. Geben wir der vorstehenden 
Gleichung die Form 

(12) s-ZXyYx, 

so stimmt sie mit der Grundgleichung (l) tiberein, wenn wir darin 
k = 1 machen und X, F, Z far # , ?/ , schreiben. 

Damit ist die folgende geometrische Deutung nabegelegt: Wir 
errichten in dem Bezugspunkte A auf der .r^ -Ebene ein Lot, dessen 
LSnge z den Wert des Momentes angibt, und zwar auch dem Vor- 
zeichen nach, indem wir positive Werte nach oben, negative naeh 
unten abtragen. Die Endpunkte erfullen dann eine Ebene <?, die 
Momentenebene, die durch die Gleichung (12) dargestellt wird. 
Wir ordnen ferner der Kraft einen Punkt im Raurue derart zu ; 
daB die Projektion des Radiusvektors, der vom Koordinaten- 
iu-sprung OQ nacb diesein Bildpunkte ( binfonrt, die Kraft der 
GroBe und Richtung nacb angibt, d. k. daB die zwei ersten Ko- 
ordinaten von die Kraffckomponenten X, Y werden, und daB 
die Ordinate Z von das Moment der Kraft fur den Koordinaten- 
ursprung angibt. Dann liegt der Bildpunkt der Kraft in der 
Momentenebene a und ist dieser Ebene in einem Nulls ystem als 
Nullpunkt zugeordnet. Die Achse des ISTullsystems ist die #-Acbse, 
und sein Parameter & ist gleicb 1, d.n. die friiner gegebene Beziebung 
zwiscben dem Abstand r des Nullpunktes von der Acbse und der 
JSTeigung cp der Nullebene gegen die Acbse ist bier die folgende 

(13) r = cotggo . 

Die Wirkungslinie der Kraft ist die Scbnittlinie der Mo- 
mentenebene mit der xy -Ebene, und ibre Gleichung lautet 

(14) Z - Yx - Xy . 

Sie ist der Projektion des Hadiusvektors (7 ( auf die 
##- Ebene, da sie ja die Richtung der Kraffchat, parallel. Ferner 
wird die Ordinate der Momentenebene im Koordinatenursprung 
gleich dem Abstande des Bildpunktes yon der xy -Ebene. Die 
Neigung 6 = 90 cp der Momentenebene gegen die xy -Ebene 
ist durch die Gleichung gegeben 

(15) tang0 - r - Y~X r +Y* , ' 
ihr Tangens ist also gleich der GroBe E der Kraft. 
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Nehmen wir nun zwei Kriifte an ? die durch die Bildpunkte 
G^X!, F 17 -Zj) und dgfZ^, Jg, Z 2 ) gegeben seien. Dann werden 
die Gleichungen der zugehorigen Momentenebenen 

s Zi*- Xtf I\x, 
z Z 2 = X$y T s x. 

Suchen wir aber das Moment der beiden Kraffce zusammen- 
genommen, so ergibt sich hierfur nach der Definition dieses Mo- 
rn entes die Summe der Momente fur die Einzelkraffce, also derWert 



Dies ist, wenn wir #, y, z wieder als Punktkoordinaten im 
Eaume deuten, ebenfalls die Gleichung einer Ebene, die wir 
schreiben konnen 

, _ ( Zi + ^) = (Xl + j^ y - (y t + J 2 > . 

Zufolge dieser Gleichung lafit sich das resultierende Moment 
wieder deuten als das Moment einer Einzelkraffc, welche die Eesul- 
tante der beiden gegeben en Kraffce bildet, vorausgesetzt, daB die 
neu gefundene Momentenebene die rrz/-Ebene oder Grundebene 
scnneidet, ihr also nicht parallel ist. Das letztere wtirde eintreten, 
wenn gleicbzeitig 

^+^-0, r x + r 2 = o 

wiirde. Denn dann reduziert sich die Gleichung der Momenten- 
ebene auf 

z-Zi + Z* 

und das Moment ist konstant fur alle Punkte der Ebene. Dieser 
Pall wird uns spater noch weiter beschaffcigen. In alien anderen 
Pallen liefert die Schnittlinie der gefundenen Momentenebene mit 
der o*2/-Ebene die Wirkungslinie der resultierenden Kraft und der 
Tangens ihrer Neigung gegen die ar.?/-Ebene die GroBe dieser Kraft. 
Man erkennt sofort, daB das gewonnene Resultat sioh auf eine 
beliebige Anzahl von Kraften ubertragen laBt. Sind 

(16) z-Zt-Xtf- I> (-l f 2,...n) 

die Gleichungen fur die Momentenebenen der Einzelkraffce, so mrd 
die Gleichung der resultierenden Momentenebene 

(i?) ,-2z t -2Xfv-2* t '*, 

wobei die Summation fiber alle vorgelegten KrSffce zu erstrecken ist. 

Tiinerding, Krafteplnne 3 
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Es ergibt sich auch leicht die geometrische Konstruktiou der 
resultierenden Momentenebene. Zunachst findet man fiir zwei 
Kraffce das folgende einfache Yerfahren: Man erriehte in den 
Linien, in denen die Momentenebenen der beiden Krafte 
die Grundebene schneiden, aufder letzteren die Normal- 
ebenen und schneide diese jedesmal mit der Homenten- 
ebene der anderen Kraft. Die Verbindungsebene der so 
gefundenen beiden Schnittlinien ist die resultierende 
Momentenebene. Man erkennt sofort, daft dies Yerfabren auch 
bei beliebig vielen Kraften zum Ziele fiihrt, indem man zunacbst 
die resultierende Momentenebene fiir die erste und zweite Kraft 
konstruiert und sie dann mit der Momentenebene der dritten Kraft 
vereinigt; so fahrt man fort, bis man alle Krafte herangezogen 
bat; die Beihenfolge, in der man die Kraffce nimmt, bleibt dabei 
v511ig willkurlich. 

Diese Ausfubrungen wollen wir nun fur die Gleichungen (ll) 
des vorigen Kapitels, welche die Seiten des Seilecks darstellen, 
verwerten. Wir ftihren zu dem Zwecke die Punkte ein mit den 
Koordinaten 

(*, 9, 8), &, 9i, 81), (36,, ,, 8.), (X,, 9., 8,), (Z 4 , &, 84), 

die wir der Beihe nacn mit D, ffij, ( 2 > s 4 bezeichnen und die 
lotrecbt tiber den Punkten 0, 6\, C 2 , <7 3 , 4 des Kraftep]ans liegen. 
Yon diesen Punkten suchen wir in dem Nullsjstem, auf das uns 
die Momentenebenen geftflirt baben, die Nullebenen 00, y\ , y 2 , y s , y L , 
deren Gleicbungen lauten 



* - 3i 3E 4 .v 9 4 ir. 
Wir nehmen nocb die Ebene y , fur die 

^ = 0, 

als Nullebene des Punktes C7 hinzu und wollen die Ebene co 
der Reine nach zum Schnitt bringen mit den Ebenen y , y v y a , y.j, y 4 . 
Wir finden durcb einfaehe Subtraktion der zugehorigen Gleichungen 
jedesmal die Gleichung der Yertikalebene, die durch die Schnitt- 
linie hindurchgeht: 
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(19) 



3 = 8* - !>, 
8 - & - (8 - 90* - (2 - xj 

8 - 81 - (8 - 9^* - (2 - * i 



Dies aber sind die Gleichungen der Seileckseiten, und diese er- 
geben sich sonach als die Schnittlinien der Yertikalebenen mit 
der Grundebene, d. h. als senkreclite Projektionen der Schnittlinien 
(GO, y ), (oo, y t ) usw. auf die Grundebene. 

Die Wirkungslinie der Kraft P 2 z. B. hat nun die Gleichung 

Z. 2 = Xy F 2 # 
oder 

(20) 3 3 - 3 2 = & - *,)y - (9. - 90*. 

Diese Gleichung entsteht aber durch Subtraktion der Gleichungen 

*? - S 



welche die Ebenen y 2 ,y 8 darstellen. Man findet also die Wir- 
kungslinie der Kraft P 2 durch orthogonale Projektion der Schnitt- 
linie von y 2 und y s auf die Grundebene und analog fur die ubrigen 
2uBeren Krafte. Auf diese Weise erkennen wir: 

Konstruierenwir uber deniKrafteplan die zugehorige 
Raumfigur, die aus denPunktenG = (7 und E 1? G 2 , K 3 , K 4 , D 
uber O 1? (7 2 , 63, (7 4 , besteht, so ergibt sich das zuge- 
horige Seileck, indem wir die Nullebene co des Punktes D, 
der tiber dem Kraftepol liegt, mit den Nullebenen yo,^, 
y 3 , y s , y 4 der Punkte , E!, S 2 , 3 , E 4 schneiden und die 
Schnittlinien auf die Grundebene senkrecht projizieren. 
Die Wirkungslinien der SuBeren Krafte selbst finden 
wir, indem wir die Schnittlinien je zweier aufeinander- 
folgenden Nullebenen y , y x , . . . auf die Grundebene pro- 
jizieren. 

Zu beachten ist, daB mit dem Klraffcesystem die Eaumpunkte 
S , 15 . .., also auch die Nullebenen y , y x , ..., fest gegeben sind, 
der Punkt D aber, also auch die Ebene GO, vollig wiUkurlich bleibt. 
Die Projektionen der ebenen Poljgone, welche die festen Ebenen 
aus der beweglichen Ebene w ausschneiden, liefem dann alle die 
nioglichen Seilecke. 

3" 
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Viertes Kapitel. 

Besondere Anfgaten der Kraftevereinigung und 
Kraftezerlegnng. 

Wir wollen aus der im vorigen Kapitel gegebenen Eaum- 
konstruktion zunachst den besonderen Fall herausgreifen, wo die 
Zahl der vorbandenen auBeren Krafte 3 betragt, wo also der 
Krafbeplan durch 4 Punkte C^C^O^^O und ihre 6 Verbindungs- 
linien, d. h. durch ein vollstandiges ebenes Viereck gebildet wird. 

Die Eaumfigur des 
Krafteplans ist dann 
ein Tetraeder, sie be- 
stebt aus vier Punk- 
ten E , EL, E 2 , ) in 

<?<<: (0 r * den Vertikalen von 

(7 , Oj, Cg, und 
den 6 Verbindungs- 
linien dieser Punkte, 
die in der Tat die 
Kanten eines Tetra- 
'o, Ej, E 2? D dieses Te- 
traeders die Nullebenen y , y, y 2 , o, so bilden dieselben ein zweites, 
zu dem ersten reziprokes Tetraeder, dessen Ecken mit S1 , 3lj , 91 2 , @ 
bezeichnet seien. Projizieren wii* dieses Tetraeder wieder orthogonal 
auf die Grundebene, so erhalten wir ein neues vollstandiges Viereck 
AQ, A 1 , J. 2 , 8. Ein in diesem entbaltenes Dreieck A Q , A t , -4 2 bildet 
bier das Seileck, und die Linien SA Q , SA^ , SA% sind die Wirkungs- 
linien der auBeren, Krafte, diese Wirkungslinien gehen so- 
nach in dem vorliegenden Falle durch einen Punkt 8. 

Wir wollen die Beziehung zwischen den beiden Tetraedem 
noch etwas ausfahrlicher betrachten. Je drei Ecken des zweiten 
liegen in der Nullebene einer Ecke des ersten, sind dieser Ecke 
also konjugiert, und zwar setzen wir voraus, es seien 

der Ecke (L die Ecken 2L, 3L, @, 




eders sind. Suchen wir nun von den Ecken E 
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konjugiert. Dann sind umgekehrt z. B. der Ecke 5( des zweiten 
Tetraeders die Ecken (T , G 2 , C des ersten Tetraeders konjugiert, 
d.h. die Yerbindungbebene a von C^EgD ist die Nullebene von 2( 
und enthalt somit diesen Punkt. Es enthalten demnach die Ebenen 
, ff x , 2 , <y des z weiten Tetraeders die einzelnen Ecken SI , 21 1? 3U , @ 
des ersten Tetraeders, ebenso wie die Ebenen des ersten Tetraeders 
durch die Ecken des z weiten Tetraeders gehen, d. h. die beiden 
Tetraeder sind einander gleichzeitig ein- und umbe- 
schrieben. 

Die beiden Tetraeder sind reziproke Figuren in dem Null- 
system, die Ecken des einen entspreehen den Ebenen des anderen, 
und die Kanten des einen sind die reziproken Polaren von den 
Kanten des andern. Dire Beziehung ist durcbaus wechselseitig, 
und das Gleiche laBt sich von ihren Projektionen auf die Grund- 
ebene sagen; man bezeicbnet desbalb auch diese Projektionsfiguren 
als reziproke Figuren. Jede von ihnen laBt sich als Krafte- 
plan der anderen als Lageplan gedeuteten Figur auf- 
f as sen. Es bleibt auch willkiirlich, Celebes von den vier Drei- 
ecken des den Lageplan bildenden vollstandigen Yierecks man als 
Seileck deuten will. Jedesmal gebort zu diesem Seileck ein Eck- 
punkt des anderen Yierecks als Kraftepol. So sind den Dreiecken 
A Q A 1 A Z ^ A A 1 S, Aj^A^Sj A^A^S der Reibe nach die Punkte 
0, <? , (7 19 (7 2 als Kraftepole zugeordnet. Jedem dreieckigen ,,Each" 
der einen Figur ist eine Ecke oder ein ,,Knotenpunkt" der 
andern Figur zugeordnet. Der Strecke, langs welcber zwei Facber 
der einen Figur aneinander grenzen, entspricbt die Yerbin dungs - 
strecke der zugehorigen Pole in der andern Figur. Solcbe zwei 
Strecken entsteben durch Projektion aus zwei Tetraederkanten, 
die als reziproke Polaren in dem Nullsystem einander zugeordnet 
sind, ihre Beziehung ist also wieder durchaus wechselseitig: auch 
der zweiten Strecke ist als gemetnsamer Begrenzung zweier Facher 
die Yerbindungsstrecke der diesen Fachern entsprechenden Punkte 
in der andern Figur zugeordnet. 

Wir wollen aus diesen Betrachtungen noch die einfache Eegel 
besonders herausheben, daB, wenn drei Krafte P 1 ,P 3 , P 3 im Gleich- 
gewichte sind, ihre Wirkungslinien ^,^3,^3 durch einen Punkt S 
gehen und sie selbst sich ohne Anderung ihrer GroBe und Rich- 
tung zu einem Dreiecke von bestimmtem Unlaufssinne aneinander 
legen lassen mussen. Weiter zeigt sich, daB man die Resultante P 
zweier Krafte P 1? P 2 , deren Wirkungslinien sich schneiden, findet, 
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indem man die Kraffce an den Schnittpunkt S der beiden Wir- 
kungslinien verlegt und dann durch dies en Punkt S die Diagonale 
des Parallelogramms zieht, das die beiden 
Kraffce als zwei Seiten bestimmen. Diese 
Diagonale stellt in dem vom Punkte S 
ausgehenden Richtungssinne genommen 
die gesuchte Kesultante P der Grofie und 
Richtung nach dar. 

Wir konnen auch fur zwei parallele 
Kraffce die Konstruktion der Resultante 
]eicht aus der zugehorigen Raumfigur ab- 
leiten. Diese Raumfigur besteht aus den Momentenebenen der ge- 
gebenen Kraffce und der result! erenden Kraft, und wir verwenden die 
fur die letztere Momentenebene gegebene Raumkonstruktion. Die 
Momentenebenen % , ?? 2 der beiden gegebenen Krafte gehen durch die 
parallelenWirkungslinien 0^% der Krafte hindurch und schneiden 
die Vertikalebenen, die man jedesmal in der anderen von diesen beiden 
Linien errichtet, in zwei Linien c^ und a 2 , die wieder zu a 1? a 2 

und zueinander parallel sind 
und auch die Verbindungsebene 
von a x und a 2 schneidet die 
Grundebene in einer Linie a, die 
zu a L und a 3 parallel ist. Sind 
<pi, cp 2 ' die Neigungswinkel der 
ersten beiden Ebenen %,i? 2 ge- 
gen die Grundebene, so werden 
die Abstande der Linien a 1: a 2 
von der Grundebene 



Fig. S4 



# 2 = I tang <p , 
wobei I den Abstand der Linien a^ , # 2 bezeichnet. Daraus ergibt 
sich fur das Verhaltnis, in dem dieser Abstand durch a geteilt 
wird, sofort 

x : (I x) => tang g? 2 ' : tang <?/, 

indem x den Abstand der Linien a t und a bedeutet. Nennen wir 
aber J!^, %% die GroBe der beiden parallelen Krafte, mit gleichem 
oder entgegengesetztem Yorzeichen genommen, je nachdem die 
Krafte gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, so wird 
tang g> 2 ' : tang cp^ JR 2 : 1^ 




Resultante zweier Kraffce. 
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und somit 

x : ( I - A) = E > : It^ 

Dies ist das Archimedische Hebelgesetz. Nennen wir <p' die 
Neigung der resultierenden Momentenebene, so ergibt sich 

x tang cp' == I tang go/, (? a') tang g/ == / tang ^j', 

und damit 

tang <p = tang g?/ + tang g? 2 ', 

woraus fiir die GroBe E der resultierenden Kraft 



folgt. Man sieht sofort, daB fur zwei entgegengesetzt gleiche 
Kraffce, cin ,,Poinsotsches Kraftepaar", die Bildung der Ke- 
sultante versagt, denn fih- lt% = E wird E == 0, x = oo. Dann 
ist die resultierende Momentenebene parallel zur Gnmdebene, und 
der konstante Abstand dieser beiden 
Ebenen gibtdas Moment des Krafte- 
p a ares an. 

Fiir den Wert von x ergibt sicb 
im allgemeinen Falle die folgende ein- 
fache Konstmktion. Seien A 1 S 1 und 
j4 2 .Z? 2 die beiden Kraffce, so verbinde * 
man A 1 B, 2 und -4 2 ^ 15 durcn den 
Scbnittpunkt G dieser beiden Linien 
zielie man die Parallele zu den Kr&ften, 
die AA* 2 in A Q treifen moge. Tragt 
man dann die Strecke A%A%, die = x 
wird, von A aus in der entgegenge- 
setzten Richtung ab, so ist der End- 




Fig 25. 



punkt A der so gewonnenen Strecke der Angriifspunkt der resul- 
tierenden Kraft. Es ergibt sich 



A Q A : AI A Q = GA^ : S G = J S JB 2 : A^ - # 2 : S l . 

Eine Kraft lafit sich iinmer in zwei Seitenkrafte nach zwei 
beliebig gegebenen, aber verscMedenen Richtungen zerlegen. 
Eine Kraft laBt sich aber auch im allgemeinen in drei Seiten- 
krafte ^,223,^3 zerfallen, deren Wirkungslinien a n a 2 , a 3 
vorgeschrieben sind. Die graphische Losung dieser Aufgabe ge- 
schieht so, daB man den Schnittpunkt P der Linie a, in der die 
gegebene Kraft JB wirkt mit einer der gegebenen Wirkungslinien, 
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etwa flj, sueht, und ihn mit dem Schnittpunkte Q der anderen 
beiden Wirkungslinien a 2 , a 3 durcli eine Gerade s verbindet. Dann 

laBt sich ein Kraffceplan konstru- 
ieren, der aus ein em Viereck mit 




. 26. 



den Seiten JR , Ji\, jR 2 , E B und einer Diagonale S besteht, so daB 
diese vier Linien der Beihe nach den Linien a, a 15 a%, a s und s 
parallel sind und die Kraffce E^ JR 2 , E B im Sinne eines Umlaufs 
um das Yiereck, der die vierte Seite in dem der Kraffc E ent- 
gegengesetzten Sinne durchstreicht, aufeinanderfolgen. Der Be- 
weis beruht darauf, daB man durch die Krafte R, R%, J2 3 , E 
sowohl am Punkte P wie auch am Punkte Q Gleichgewicnt her- 
stellt, derart daB die beidemal in die Linie PQ oder s fallenden 
KrSffce einander entgegengesetzt gleich und durch die Diagonale S 
im Viereck des Kraffceplans dargestellt werden. 

Diese graphische Methode TaBt nicht unmittelbar und sicher 
die Falle erkennen, in denen sie versagt. Es ist deswegen von 
Nutzen, auch die analytische Losung zu geben, um so mehr als 
aa diesem einfachen Beispiele sich der verschiedenartige Charakter 
der analytischen und synthetischen Betrachtungsweise deutlich 
zeigt und ihre beiderseitigen Vorzuge sich abwagen lassen. 

Wir legen die gegebene Kraft durch die auch oben verwen- 
deten Koordinaten X, Y, Z fest und nennen (X t 3^^), (X% Y 2 Z 2 ^ 
(X$ Y B Z^) in analoger Weise die Koordinaten der gesuchten Seiten- 
krafte. Dann erfordern die Bediugungen des Problems, daB 

X 1 + X S + X 3 = X, 

r t + r, + r 8 - r, 



wird. Siad nun 1 , a , g die Winkel, welolie die Wirkungslinien 
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der Seitenkrafte mit der positiven ^-Aclise einseblieBen und 
PnPsiPs di Q Abstande dieser Wirkungslinien vom Koordinaten- 
ursprung, endlicb JRj , jf? 2 , J? s die GroBe der Krafte, positiv ge- 
nommen, wenn die Krafte in positivem Sinne um den Koordinaten- 
ursprung drehen, und negativ im entgegengesetzten Falle, so wird 

X. E. cos a,, Y t = R l sin c: z , Z t = 7? z j^ O'=i,s,3) 

und die vorigen Gleicbungen yerwandeln sicn in 

jRjL COS tfj + %2 COS *2 + ^3 COS a 3 ^ -^J 

J^ sin c^ + ^?o sin 2 + J? 3 sin c^ 3 == 3T, 



In diesen Gleichungen sind jetzt H^H^ J? 3 die einzigen unbekann- 
ten Gr5fien, und wir baben zur Bestimmung der drei Unbekann- 
ten drei lineare Gleicbungen vor uns. Diese lassen sicb nacb den 
Unbekannten im allgemeinen auflosen und ergeben sie in eindeu 
tiger Weise. Die einzige zu erfullende Bedingung ist die, daB, 
wenn man aus den Gleicbungen zwei der Unbekannten eliminiert, 
nicbt aucb von selbst die dritte Unbekannte berausfallt. Elinii- 
niert man z. B. J? 2 , J? 8 , so ergibt sicb allgemein eine Gleicbung 
von der Gestalt 



Aus dieser Gleicbung Mlt H^ heraus, und die AuflSsung wird 
illusoriscb, wenn A = ist. Die in Rede stebende Elimination 
wird wirklicb ausgefubrt, indem man die Gleicbungen der Beibe 
nacb multipliziert mit 



^12 M "" A COS ^3 + -^3 COS tt 2 

^/ 13 = sin a 2 cos o: s cos or 2 sin or s = sin (# 2 c 

So aber ergibt sicb fur ^/ = 2/ n cos c^ + A^ sin ^ + 
einer leicbten Reduktion der Wert 

A = p 1 sin ( 2 cc s ) + j3 2 sin (a 3 c^) + p B sin (! o: 2 ), 

und dieser Ausdruck darf, damit die Aufgabe losbar sei, nicbt 
verscbwinden. Es zeigt sicb nun, daB er in folgenden drei Fallen 
gleich ist: 

1. wenn zwei der drei gegebenen Wirkungslinien zusammen- 
fallen, 
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2. wenn alle drei Wirkungslinien parallel sind, 

3. wenn alle drei Wirkungslinien durch einen Punki. gehen. 
Das erste sieht man sofort ein, denn wenn man z. B. p* j9 3 , a. 2 = c^ 

macht, so zerstoren sich die beiden letzten Glieder des Ausdruckes 
fiir ,//, und das erste Glied wird 0, well der Sinus verschwindet. 
Im zweiten Falle wird a^ = 2 = # 3 , und somit verschwinden alle 
drei Sinus. Im dritten Falle sei P der Punkt, durch den alle drei 
Wirkungslinien hindurchgehen, dann uennen wir p den Abstand 
dieses Punktes P vom Koordinatenursprung C , a den \Vinkel, 
den die Linie C Q P mit der positiven or-Achse einschlieBt, und 
finden 

P L = P COS (<*! Cf ), ^2 -= j) COS ( s ), P 6 =p COS (flf 3 Cf ). 

Setzen wir noch c^ == /3 15 2 a = j3 s , 3 = ^, so er- 
gibt sich 



Der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwindet aber iden- 
tisch, und damit wird auch J = 0, w. z. b. w. 

Es laBt sich sehr einfach nachweisen, dafi die drei angegebenen 
Falle auch die einzigen sind, in denen 4 verschwindet. Denn 
schneiden sich zwei von den drei Wirkungslinien, so kann man 
den beliebig bleibenden Koordinatenursprung in den Schnittpunkt 
8 legen, also etwa p% = 0, p B = annehmen und cc 2 3 4= 0. 
Dann wird aber 4 = p i sin (<x 2 a 8 ) und verschwindet nur dann, 
wenn p^ = 0, also auch die dritte Wirkungslinie dui % ch S geht. 



Funftes Kapitel. 

Vereinigung eines allgemeinen ebenen Kraftesystems. 

Nach diesen speziellen Aufgaben wollen wir das allgemeine 
Problem behandeln, fiir ein beliebiges ebenes KrUftesystem, von 
welchem die Wirkungslinien der Krafte, ihre GroBe und ihr Sinn 
gegeben sind, die resultierende Kraft zu finden. Eine Losung dieser 
Aufgabe, die auf der Verwendung des Seilecks beruht, haben. wir 
bereits erQrtert. Aus dieser Losung lafit sich ein von Hause aus noch 
naher liegendes Verfahren dadurch ableiten, daB man in dena 
Kraftepolygon, das zu dem Seileck gehort, den Kraffcepol in den 
Anfangspunkt C des Kraftezuges C r 6^ 6 f 2 . . . rticken laBt. Dann 
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beginnt das Seileck a^a^ . . . mit der Wirkungslinie a a der ersten 
Kraft, und die Seilkrafte werden der Reibe nacb: die erste Kraft 
selbst, die Resultante 
J? 2 der ersten und zwei- 
ten Kraft, die Resul- 
tante JR 3 der ersten, 
zweiten und dritten 
Kraft usw. Die letzte 
Seilkraftist die gesucb- 
te Resultante selbst. 

Dieses Verfabren 
ist das einfacbste, das Flg - 27 ' 

existiert. Es leidet aber an dem Mangel, dafi unter den Scbnitt- 
punkten, die man bei der Zeicbnung zu bestimmen bat, leicbt einige 
uber den Rand des Zeicbenblattes Mnaus, ja bis in unendlicbe Ent- 
fernung fallen. Z. B. versagt es vollig in dem praktiscb auBerordent- 
licb wicbtigen Falle, wo alle die gegebenen Kraft e parallel sind. 
Deswegen ist die Aufgabe vielmebr so zu stellen, daB ein moglicbst 
allgemeines, wenn aucb viel umstSndlieberes Verfabren gefunden 
werden soil, welcbes in alien Fallen anwendbar bleibt. 

Zu einem solcben Verfabren fuhrt der Begriff des Facbwerkes. 
Dieses ist fiir uns eine geometriscbe Figur, die nur nnter gewissen 
UmstSnden aucb eine ma- 
terielle Bedeutung ge- 
winnt. Wir bescbranken 
uns vorerst auf eine be- 
sondere Art von Fach- 
werken, welcbe direkt aus 
der Forderung bervor- * 
geben, eine Anzabl Punkte 
in der Ebene derart mit- 
einander zu verbinden, 
daB obne Anderung der 
gezogenen Verbindungs- 
strecken keine Anderung 
in den gegenseitigen Ent- 
fernungen der Punkte, also in Gestalt und Gr5Be der von ibnen 
gebildeten geometriscben Figur moglicn ist. Dies erreicben wir 
'auf folgende Weise: Wir bezeicbnen die gegebenen Punkte, deren 
Zabl n -f 2 sei, in irgendeiner Reihenfolge durcb die Ziffern 
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1 bis n + 2. Dann verbinden wir die Punkte 1, 2, 3 miteinander, 
den Punkt 4 mit zweien der drei Punkte 1, 2, 3, den Punkt 5 
mit zweien der vier Punkte 1, 2, 3, 4 usw., allgemein jeden 
Punkt mit irgend zweien der voraufgehenden Punkte. So entsteht 
eine Figur, bei der in der Tat die Eckpunkte oder Knotenpunkte 
gegeneinander nicht verschoben werden konnen, ohne die Llinge 
wenigstens einer der gezogenen Verbindungsstrecken zu aridern. 

Die Bezeichnung Fachwerk riihrt daher, daB die gezeichnete 
Figur sich aus einzelnen Vielecken, denFachern, zusammensetzen 
lafit, die nebeneinander liegen oder auch einander teilweise 
tiberdecken konnen. Sei die Zeichnung bis zu einem Punkte ^ 
vorgedrungen, dann entsteht aus der Hinzufugung des Punktes 
ft + 1 ein Fach in der Weise, daB man zu den beiden Strecken, 
die von diesem Punkte ausgehen, einen Streckenzug aus der 
Figur der ersten ft Punkte hinzunimmt, der die beiden anderen 
Endpunkte jener zwei Strecken miteinander verbindet. Die 
Facher, aus denen sich. die Figur zusammensetzt, sind also im 
allgemeinen dureh die gezogenen Verbindungsstrecken keineswegs 
eindeutig bestimmt, wobl aber ist ihre Anzahl auf die angegebene 
Art festgelegt, indem das erste Fach das von den drei Knoten- 
punkten 123 gebildete Dreieck ist und mit jedem neuen Knoten- 
punkt ein Fach hinzukommt. Die Anzahl der Facher ist demnach 
um 2 Meiner als die Zahl der Knotenpunkte, also gleich . 

Obwohl die folgenden Erorterungen auch auf dies allgemeine 
,,Zweistabfachwerk" bezogen werden konnen, gewinnen sie doch 
an Anschaulichkeit, wenn wir uns auf eine besondere Art von 
solchen Fachwerken beschranken. Wir wollen namlich die Forde- 
rung aufstellen, daB allgemein in der durch die ^ ersten Knoten- 
punkte gebildeten Figur die beiden Knotenpunkte, mit welchen 
der (p, + l) te Knotenpunkt verbunden wird, durch eine der bereits 
gezogenen Verbindungsstrecken (einen Stab des Fachwerkes) ver- 
bunden sein sollen. Dann bildet diese Verbindungsstrecke mit den 
hinzukommenden beiden Verbindungsstrecken zusammen ein drei- 
ecMges Fach der Fachwerkfigur, und von dieser Art sind alle 
Faeher der Figur. Wir sprechen daher von einem Dreiecks- 
fachwerk. 

Wollen wir noch die weitere Forderung hinzufugen, daB in 
dem Fachwerk keine tJbereinanderlagerung einzelner Facher vor- 
kommen soil, so mussen wir den hinzukommenden (^ + l) ten 
Knotenpunkt mit zwei Knotenpunkten auf dem iiuBeren UmriB der 
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von den p ersten Knotenpunkten gebildeten Figur verbinden, und 
der hinzukommende Knotenpunkt darf nicht innerhalb dieses 
Umrisses enthalten sein. Der Stab, mit dessen Endpnnkten er 
verbunden wird, tritt dann notwendigerweise in das Innere der 
neu entstehenden Figur und kann in keinem der weiter hinzu- 
kommenden Facher entbalten sein. Die Stabe, die den Rand 
der schlieBlich entstebenden Figur bilden, gehoren somit nur zu 
einem einzigen Fache. Sie sollen die Randstabe heifien. Alle 
anderen, im Inn era der entstebenden Figur gelegenen Stabe ge- 
hb'ren dagegen zu zwei, aber aucli nicbt zu mehr Fachern. Sie 
sollen als die inneren oder Diagonalstabe des Fachwerkes be- 
zeichnet werden. Alle Knotenpunkte des Fachwerkes gehciren 
seinem Rande an, denn bei dem Hinzutreten des (ft+ l) teI1 Knoten- 
punktes zu den p ersten ruckt kein Knotenpunkt in das Innere 
der neu entstebenden Figur. Es bleiben also uberhaupt alle Knoten- 
punkte auf dem Rande, und die Diagonalstabe verbinden immer 
zwei Randpunkte miteinander, wodurch ibr Name gerecbtfertigt 
wird. 

Bei den jetzt folgenden Betracbtungen gentigt es, an die zu- 
letzt bescbriebenen Facbwerke zu denken, docb lassen sie sicb auch 
auf die anderen Arten anwenden. Wir wollen die Knotenpunkte 
des Fachwerkes als die bestimmt gegebenen Angriffsptmkte ge- 
wisser Kraffce anseben. Wir denken uns ferner jeden Stab 
des Fachwerkes als TrSger zweier ,,inneren" KrSfte, die 
in seine Ricbtung fallen, in seinen Endpunkten an- 
greifen und einander entgegengesetzt gleich sind. Wir 
nehmen endlich an, von den ,,au6eren" Ejraften, die in den Knoten- 
punkten angreifen, seien alle bis auf die Krafte in den zwei ersten 
Knotenpunkten und von der Kraffc im zweiten Knotenpunkte auch 
noch die Richtung willkurlich gegeben. Wir wollen dann zeigen, 
daB sich die fehlenden KrSfte und die inneren Kraffce so bestimmen 
Iassen 3 daB die an jedem einzelnen Knotenpunkte ins- 
gesamt angreifenden Krafte sich das Gleichgewicht 
halten. 

Durch den letzten Knotenpunkt gehen nur zwei Stabe; die dort 
angreifende SuBere Kraffc laBt sich sonach in zwei Komponenten 
zerlegen, die in diese Stabe fallen, oder es laBt sich ihr das Gleich- 
gewicht halten durch zwei (den Komponenten entgegengesetzt 
gleiche) KrSfte, die in die beiden Stabe fallen. Diese letzteren 
mussen die inneren Kraffce sein, die in den beiden letzten Staben 



46 V. Kapitel. Vereinigung eines allgemeinen ebenen Kraftesystems. 



wirken und am letzten Knotenpunkte angreifen, und die Kompo- 
nenten der letzten auBeren Kraft liefern selbst die inneren Krafte 
in den beiden letzten Staben, so wie sie an deren anderen End- 
punkten angreifen. Lassen wir dann die im Gleichgewicht befind- 
lichen Krafte am letzten Knotenpunkte weg und vereinigen die 
auBere Kraft in jedem der beiden Knotenpunkte, die mit dem letzten 
Knotenpunkt verbunden waren, mit der in diesem Punkte angreifen- 
den und nach dem letzten Knotenpunkte bin gerichteten inneren 
Kraft, die wir bereits bestimmt haben, zu einer resultierenden 
Kraft, so haben wir eine gen an ebensolche Fachwerkfigur vor 
uns wie vorher, nur hat sieh die Zahl der Knotenpunkte und der 
Facher urn 1 vermindert Wir konnen also ebenso vorgehen wie 
vorher, und die inneren Krafte in den zwei Staben, die jetzt durch 
den vorletzten Knotenpunkt des urspriing- 
lichen Fachwerks gehen, bestimmen. So 
konnen wir fortfahren, bis nur noch das 
erste Fach tibrig ist. Wir haben dann ein 
Dreieck vor uns, an dessen einem Endpunkte 
eine gegebene Kraft angreift, also ein HSnge- 
werk allereinfachster Art. Wir suchen die 
Krafte in den durch den Angriffspunkt der 
gegebenen Krafb gehenden Dreiecksseiten, 
die der gegebenen Kraft das Gleichgewicht 
halten, und bringen in den beiden ubrigen 
Ecken, d. L den ersten beiden Knotenpunk- 
ten des Fachwerks, die den gefundenen 
Kraften entgegengesetzt gleichen an. Im 
Punkte 2 nehmen wir noch eine 
Eichtung beliebig, nur von der 
der Linie 2 1 verschieden, an und 
bestimmen zwei Krafte, die eine 
in der angenommenen Eichtung, 
die andere in den Stab 2 1 fal- 
lend, die der auBeren Kraft und 
der im Stab 2 3 bestimmten inne- 
ren Kraft im Punkte 2 das Gleich- 
gewiehthalten. ZudersoimStabe 
2 1 gefundenen Kraft nehmen wir 
entgegengesetzt gleiche Kraft und 
1 angreifenden und in 




Fig 20 



im Punkte 1 angreifend die 

suchen darauf zu dieser und der im Punkte 
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den Stab 1 3 fallenden Kraft die diesen beiden das Gleichgewicht 
haltende Kraft Dann halten die nunmehr in alien Ecken 
des Fachwerks angreifenden SuBeren, d. h. nicht in die 
Stabe fallenden Krafte einander das Gleiehgewieht. 

Dies ist leicht daraus zu sehen, daB fur die zwei in einen Stab. 
fallenden, entgegengesetzt gleichen Krafte die von uns benutzten 
Kraftkoordinaten von der Form sind 

X tl , 7 i} , Z tJ und X,, - - X i} , T ft - - r,, , Z ft = - Z tJ . 

Da nun an jedem einzelnen Knotenpunkte Gleichgewicht be- 
steht, so ergeben sich, wenn z. B. der Knotenpunkt i mit den 
Knotenpunkten j, , Z, . . . durch Stabe verbunden ist und X^ F z? 
Zi die Koordinaten der in ihm angreifenden auBeren Kraft sind, 
Gleichungen von folgender Form: 



Addiert man nun die entsprechenden Gleichungen aller so ent- 
stehenden Gleichungssysteme zu einander, so heben sich in den 
Summen die von den inneren Kraften herruhrenden Koordinaten 
infolge der vorangehenden Beziehungen, da sie zu Paaren ent- 
gegengesetzt gleicher Krafte auftreten, paarweise fort, und es 
bleiben tibrig die Gleichungen 



wobei sich die Summation uber all e Knotenpunkte zu erstrecken hat. 

Auf dieseWeise erkennen wir die Eichtigkeit folgenden Satzes: 
Ein jedes Kraftesystem laBt sich ins Gleichgewicht 
bringen durch zwei in gegebenen Punkten angreifende 
Krafte, von den^en die eine auBerdem eine beliebig gege- 
bene Richtung hat, die nur nicht in die Verbindungslinie 
der beiden Angriffspunkte fallen darf. Die beidenKrafte 
sind auf dieseWeise vollst'andig und eindeutig bestimmt. 

Nach der im vorigen Kapitel behandelten speziellen Auf- 
gabe laBt sich aber im allgemeinen eine einzige Kraft finden, 
welche den beiden gefundenen Kraften das Gleichgewicht halt, und 
zwar nach verschiedenen Methoden, je nachdem die Wirkungs- 
linien der beiden Krafte sich schneiden oder parallel sind. Aus- 
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geschlossen 1st hierbei allein der Fall, wo die beiden Krafte bei 
entgegengesetzten Richtungen gleiche GroBe haben. Dann 1st eine 
Reduction der beiden Kraffce auf eine einzige unmoglieh. In alien 
anderen Fallen liefert die gefundene Einzelkraffc die gesuchte Re- 
sultante des Kraftesystems. 

Die dargestellte allgemeine Methode zur Auffindung der Re- 
sultante eines ebenen Kraftesystems, welehe auch dann zum Ziele 
fiinrt, wenn das KrSffcesystem nicht durch eine Einzelkraffc, son- 
dern nur durch ein Kraftepaar ersetzt werden kann, laBt sich nun 
auf verschiedene Art spezialisieren und liefert dann die gebrauch- 
lichen Methoden der Kraftevereinigung. 

Zunachst kann man ein speziellesDreiecksfachwerkbetrachten, 
dessen samtlicLe Dreiecke eine Seite gemein haben. Dann ist ein 
von dem vorigen etwas abweichendes Verfahren naturlicher. Man 
kann namlich die Endpunkte M , N der gemeinsamen Seite als die 
Punkte ansehen, in denen die zu bestirnmenden Kraffce angreifen 
sollen, also die gegebenen Kraffce in den iibrigen Knotenpunkten 

A^A^...A n , durch die 
nur zwei Stabe gehen, an- 
nehmen. Wir wollen da- 
bei auch die Forderung, 
daB von einer der beiden 
zu bestimmenden Krafte 
die Richtung gegeben sein 
soil, ersetzen durch die 
Forderung, dafl die in 
den alien FSchern gemein- 
samen Stab MN fallen- 
den Kraffce verschwinden. 
Dann erhalten wir sofort folgende einfache Losung: Man zer- 
lege die in den Punkten J. 1? A 2 , ... angreifenden 
Krafte P 15 P 2 ,... jedesmal in zwei Komponenten, die 
in die Verbindungslinien des betr. Punktes mit den 
Punkten Jf, ^fallen. Diese Komponenten verlege man 
alle an die Punkte M und N und suche darauf ZQ 
den sSmtlichen am Punkte M und alien am Punkte N 
angreifenden KrSften nach der Polygonregel je eine 
sie ins Gleichgewicht bringende Kraft. Die beiden 
so resultierenden Krafte stellen die Losung der Auf- 
gabe dar. Die Kraft, welche die zwei gefiindenen Kraffce ins 




Eig. 30. 
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Gleichgewieht setzt, ist die resultierende Kraft li des gegebenen 
Systems. 

Aus dem behandelten allgemeinen Yerfahren unmittelbar ab- 
leitbar ist folgendes. Man nehme zu den Angriffspunkten der ge- 
gebenen Kraffce Ai -4 2 > Ai noc ^ e i nen ^eiteren Punkt A n+ ^ 
hinzu und verbinde alle diese Pnnkte durch einen Streckenzug. 
AuBerdem ziehe man von einem beliebig weiter angenommenen 
Punkte S nach ihnen hin die Verbindungsstrecken. So entstent 

S 




Fig. 31. 

ein besonderes Dreiecksfachwerk, in dem die an A n+1 und S an- 
greifenden Kraffce zu bestimmen sind. Yon der ersteren sei die 
Eiclitung g irgendwie gegeben. Die Bestimmung der zwei ge- 
sucliten KrSffce kann dann darcn einen einfachen Kr'affceplan ge- 
scnehen, der eine gewisse Yerwandtschaffc mit dem KrSfteplan des 
Seilecks zeigt. 

Man lege die in ^, -4 2 , ... A n angreifenden Kraffce P n P 2 , 
. , . P n in dieser Beihenfolge zu einem Streckenzuge G^C^G^ ... C n 
aneinander und ziene durch G^ C 2 , .. . O n die Parallelen zu den 
Strecken A^, A%A$, . .. A n A n + t . Auf diesen Parallelen be- 
stimme man die Punkte D 17 i) 2 , . . . D n derart, da6 die Strecken 
des Streckenzuges CQD^D^ ...) den Streeken, die S mit A 17 
A, . . . A n verbinden, parallel werden. Dann geben C i D l ^ C 2 D 2 , 
..". G n D n die in den Staben A i A^^ A%A Z , ... A n A n+i wirkenden 
Krafte an, C Q D^ DJ)^ ... l> n ^D n die Kraffce in den Staben 
SA^, &A%, . . . 8A n . Ferner konstruiere man einen Punkt 
indem man durch G n die Parallele zu der fur den Punkt 

Timerding, Kiafteplane. 4- 
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gegebenen Kraftrichtung g und durch D n die Parallele zu der 
Strecke SA n+:L zieht. C n l) n+l gibt dann die in A n+l angreifende 
aufiere Kraft der Gro'Be und Richtung nach an. Verbindet man 
C mit D n+1 , so 1st dies die Resultierende aller in 8 angreifenden 
inneren Krafte. Fallt im besonderen G n mit C y zusammen, so 
wird die Resultierende der in 8 angreifenden Krafte entgegen- 
gesetzt gleich der in A n+1 wirkenden auBeren Kraft. Man findet 
also ein Kraftepaar, das dem gegebenen Kraftesystem das Gleich- 
gewicht halt, und wenn man die Richtungen der Krafte dieses 
Paares umkehrt, ein Kraftepaar, das die Resultante des vorgelegten 
Kraftesystems bildet. Fallt dagegen C n nicht mit C Q zusammen, 
so ziehe man durch 8 eine Parallele zu D W+1 , durch A die 



Parallele g zu C n D n ^ t ^ dann ist der Schnittpunkt A dieser beiden 
Linien der Punkt, in dem man die resultierende Kraft, deren 
GroBe und Richtung durch C Q C n gegeben wird, angreifen lassen 
kann 

Dieses Verfahren, das von Eddy herriihrt, laBt sich noch da- 
durch verallgemeinern, daB man zu Anfang in dem Punkte A L 
eine Hilfskraft H hinzufugt, die im Krafteplan durch eine Strecke 
C Q D Q der GroBe und Richtung nach dargestellt wird. Dann bleibt 
alles ungeandeii, nur geht der zweite Streckenzug im Krafteplan 
nicht mehr yon <7 , sondern von JD aus. Im Lageplan gehen. 
dann durch A 3 und A n+l zwei gegebene Linien li und #, welche 
die Richtungen der Hilfskraft in A i und der in A n + zu bestim- 
menden Kraft angeben. Urn die eingefuhrte ffilfskraft H nach- 
traglich wieder aufzuheben, ist sie noch einmal als eine Strecke 
O n C n+l der GroBe und Richtung nach abzutragen. Darauf hat 
man in dein Schnittpunkt U von h und g eine Kraft, die der Gro'Be 
uod Richtung nach durch die Strecke JD n+1 O n+1 gegeben wird, 
angreifen zu lassen und in 8 die Kraft D Z) n+1 . Die Resultante 
dieser beiden Krafte ist auch die Resultante des vorgelegten Krafte- 
systems 

Aus diesem etwas verallgemeinerten Yerfahren ist das Seil- 
eckverfahren leicht als ein ganz besonderer Fall herzuleiten. In 
diesem Falle werden die Angriffspunkte der Krafte auf den ge- 
gebenen Wirkungslinien , d. h. der Streckenzug A 1 A^A Z . . . 
A n A n+l so bestimmt, daB im Krafteplan der Streckenzug D Q D :L . t .D n 
zu einem Punkte zusammenschrumpft, d. h. die Figur des Lage- 
plans, die im allgemeinen Falle als gegeben angesehen wird, wird 
hier mit Hilfe des Krafteplans so festgelegt, daB die in die Strecken 
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SA , . . . SA n fallenden Krafte verschwinden. Es liegt dann nahe, 
aueh ani Punkte A a ^ l die Richtung der zu bestimmenden Kraft 
nicht vorzuschreiben, sondern dies durch die Forderung zu ersetzen, 
daB auch die in die Strecke A {1 ^ 1 8 fallende Seitenkraft verschwin- 
den soil. Dann wird die Kraft im Punkte A n + l direkt gleich der 
im Punkte A n angreifenden und in dem Stabe A n A n+l ^rirkenden 
Kraft, und auch der Punkt D w+1 fallt nach 0. Auf diese Weise 
werden in der Figur des Lageplans die Punkte S und -l n + 1 iiber- 
flussig, und das Fachwerk reduziert sich auf das Seileck,' da mit 
S auch alle von S ausgehenden Strecken in Wegfall kommen und 
die in S vorher gefundene resultierende Kraft verschwindet. Als 
die einzigen resultierenden Krafte ergeben sich die Krafte in der 
ersten und letzten Seileckseite. von denen die erstere yollig will- 
kiirlich bleibt und der Gro'Be und Richtung nach durch die Strecke 
060 bestimmt wird. Die Kraft, welche diese beiden Seilkrafte 
ins Gleichgewicht bringt, ist die gesuchte Resultante des Krafte- 
sy stems und kann iin Schnittpunkte der ersten und letzten 
Seileckseite angebracht werden, wie wir fruher bereits (S. 19) 
gefunden haben. 

Die Vereinfachung, daB man am Punkte A n+1 nicht die Rich- 
tung der zu bestimmenden Kraft vorschreibt, sondern fordert, daB 
die in den Stab A n+l 8 fallenden inneren Elrafte verschwinden 
sollen, lafit sich auch auf das Eddjsche Yerfahren selbst anwen- 
den, wenn man die Richtung der Strecke A n A n + I nicht als ge- 
geben, sondern als zu bestimmen ansieht. Dann fallt im Krafte- 
plan D, i+1 mit D n zusammen. Die Richtung von A n A n+l ist die 
Richtung von C n D n . Man hat also durch A n in dieser Richtung, 
durch S in der Richtung von C Q D n die Geraden zu ziehen, deren 
Schnittpunkt A" den gesuchten. Angriffspunkt der (ihrer GroBe 
und Richtung nach durch C Q C n gegebenen) Resultante liefert. 

Das Eddysche Verfahren ist angebracht, wenn die Angrififs- 
punkte der vorgelegten Kraffce bestimmte Lage haben. Sind sie 
aber in der Wirkungslinie der Kraft beliebig verschiebbar, so liegt 
cs nahe, sie so zu verschieben, daB sie alle in eine gerade Linie 
fallen. So gelangt man zu dem allgemeinen Problem des Gleich- 
gewichtes amHebel, d. h. des Gleichgewichtes zwischen beliebigen, 
an Punkten einer geradlinigen Stange angreifenden Kraffcen. Sind 
AD ^ 2 , . . . A n wieder die Angriffspunkte der Krafte, die jetzt in 
einer Geraden g liegen, so hat man diese mit einem beliebig auBer- 
halb g gew'ahlten Punkte 8 durch Strahlcn 5 1? 5 2 , .. 
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binden. Um dann die Resultante zu besiarmnen, stellt man die 
Krafte P 1? P 2 , . . . wieder durch die Stticke eines Streckenzuges 



I G Q . . . C n dar. dessen 




Pig 32. 



AbschluBlinie C Q C n die Resultante der 
c. GroBe und Richtung nach liefert, 
zieht, da A^A^, A^A^ usw. alle 
die Richtung von g haben, durch 
(/!, C7 2 , ... O w die Parallelen zu 
g und schneidet diese durcli Par- 
allelen zu $!, s 8 , . . . 5 /i derart, daB 
der neue Streckenzug C Q D l >!> 
entsteht, dessen Stucke den Stran- 
len durch 8 parallel sind. Die Par- 
allele durck 8 zu C Q D n schneidet 
dann aus g den gesuchten Angriffs- 
punkt A der resultierenden Kraft. 
aus. Dieses Verfahren riihrt von 
Hollender her. 



Pur parallele Krafte konnen wir ihm, wenn wir die Punkte 
(70 und 6' zusammenf alien lassen, folgende besonders einfache Form 
geben: Man trage die parallelen Krafte von der letzten anfangend 
auf einem Strahle <?, der von einem beliebigen Punkte C n der Ge- 
raden y aus in der Richtung der Krafte gezogen ist, hintereinander 

C ab als die Streeken C n C n _ i ^ ... 
7 4 , OjCo- Von dem Punkte 
laBt man dann einen Streckenzug 
C^D^DZ . . . D n ausgehen, dessen 
einzelne Punkte auf den Parallelen 








durch 



2 , 



C n zu g liegen 



und dessen Streeken der Reihe nach 
denStrahlen 0^ (7 A, . . . C Q A n 
parallel sind. Der Endpunkt D n 
dieses Streckenzuges fallt auf g 
und ist der gesuchte Angriffspunkt 
der resultierenden Kraft, deren 
GroBe durch die Strecke C Q C H ge- 
geben wird. 

Diese Methode ist, wie man sieht, an sich ebenso 
einfach wie das Seileckverfahren, doch diirfte sie die- 
sem in den weiteren Anwendungen an Brauchbarkeit 
kaum ebenbtirtig sein, 



Fig. 33. 



Dreiecksfacbwerke. 
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Sechstes Kapitel. 

Dreiecksfaehwerke mit durctlaufendem Diagonalzuge. 

Seiner groBen praktischen Wichtigkeit wegen wollen wir zu- 
nacbst nocb ein spezielles Facbwerk betracbten, n&mlicb ein Drei- 
ecksfacbwerk, bei dem jedes Dreieck an eine Seite des vorber- 
gebenden Dreiecks derart angefugt 1st, daB die Diagonalstabe 
einen forfclaufenden Streckenzug bilden und alle Faeber nebenein- 
ander liegen, so daB keine fiberdeckungen vorkommen. Im ersten 
und letzten Each finden sicb dann zwei Knoteopunkte A und 5, 
durcb die nur je zwei Stabe des Facbwerkes geben, und von denen 
wir annebmen, daB sie links und recbts das Facbwerk begrenzen. 
A? Af A e A 8 A /0 Aff AQ A/ s 




Yon der Berandung des Facbwerkes nennen wh* das obere zwiscben 
A und B liegende Stuck die obere Gurtung, das ubrig blei- 
bende untere Stuck die untere Gurtung. Der Zug der Dia- 
gonalstabe nimmt dann seinen Anfang von dem zweiten End- 
punkte A l eines der beiden von A ausgebenden Stabe und endet 




Pig. 85. 



in dem zweiten Endpunkte A tt eines der durcb B gebenden 
Stabe. Dem Diagonalzug folgend sei die Reihe der Knotenpunkte 
A^AQ.^.A^ Dann hat das z te Fach die Eckpunkte A i _ 1 A t A i+v 
insbesondere das erste Fach die Eckpunkte AA^A^ das letzte, 



w te Facb die Eckpunkte 



Um sofort ein Beispiel 
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von einem solclien Facbwerke zu geben, 1st in Fig. 35 ein ein- 
facher Pol once aut rag er gezeicbnet und in Fig. 36 dessen Krafte- 
plan konstruiert. Die Krafte dieses Krilfteplans geboren jedesmal zu 

den gleicli bezeicbneten 
Staben des Facbwerkes. 
Das Dacb ist unter einer 
gleicbformig verteilten 
Last gedacbtf auf die 
Knotenpunkte A 1 ^ A%* 
J. 5 entfallt also die glei- 
che Vertikalkraft P. In 
den Auflagerpunkten 
J., B wirken die Eeak- 
tionskrafte vertikal nacb 
aufwarts; da sie infolge 
der Symmetric der Figur 
gleicli sind und die al- 
gebraische Summe aller Krafte verscbwinden muB, ergeben sie sicb 
beide gleicb |-P. Will man den Krafteplan als eine zusammen- 
bSngende FlSche auffassen, so bat man sicb bier eine eigentiim- 
licb gefaltete und zusammengelegte Flacbe vorzustellen. 

Abnlicb ist es bei der folgenden Figur 37. Hier ist das Facb- 
werk als die linke Halfte eines in seiner oberen Gurtung gleicb- 
fonnig belasteten Paralleltragers anzuseben. Die Spannung U^ 

in dem ersten Stabe 
der unteren Gur- 
tung wird 0, well 
sonst an dem Stiitz- 
punkt A nnr verti- 
kale Krafte wirken. 
Dieser Stiitzpunkt 
tragt die balbe Last 
des ganzen Facb- 
werkes, also ist der 
in den Stab AA als Druckspannung ttbertragene Auflagedruck 
gleicb -|-P. Danacb nimmt der Krafteplan fur diese Facbwerk- 
balfte die darunter in Fig. 38 gezeicbnete Form an. Den 
Facbern des Facbwerkes y, y a , . . . y 6 sind die Punkte C, 
<7 2 , . . . CQ im &afteplan, die einen zickzackformigen Linienzug 
bestimmen, zugeordiiet, indem die Spannungskrafte in den Eiindern 





v* 

Pig. 37. 




Beispiele. 



00 



eines Faches in deni Krafteplan durch den diesem Fache zu- 
geordneten Punkt gehen. 

6 % 




- t 
p 



Fig y8 

Wir wollen nun das Problem fiir diese Art von Fachwerken 
ganz allgemein formulieren und losen. 

In den Punkten A^ A^ . , . A IL mogen beliebig gegebene 
auBere KrSfte P 1? P 2? . . . P n angreifen, in den Punkten J., JB 
seien dann zwei Krafte angebracht, P und P w+1 , von denen P n + 1 
eine gegebene Eichtung hat und die derart bestimmt sind, daB 
sie den ubrigen Kraften das Gleichgewicht halten. Die Bestim- 
mung dieser beiden Eeaktionskraffce denken wir uns durch eine 
Eaumkonstruktion ausgefuhrt, indem wir mit X i? Y z , Z i die Ko- 
ordinaten der Kraft P f (i = 1, 2, . . . w) bezeichnen und die Strecken, 
deren Komponenten nach den riimnlichen Koordinaten achsen diese 
Kraftkoordinaten sind, vom Koordinatenursprung ausgehend zu 
einem Streckenzuge aneinander legen; der Endpunkt dieses 
Streckenzuges habe die Koordinaten 3 M +i, )n+i? Sn+i- Es ist dann 

(1) 3 rt+i = Z H f-Z ,D /t +i = r 1 -| l-I r , t ,3/i+i=^iH \-% n - 

Wenn nun ff , T/ O die Koordinaten von A, X Q , F die Kompo- 
nenten der zu bestimmenden Kraft P , die in A angreift, ferner x n + , 
// rt+1 die Koordinaten von J?, und Z n+1 , r n+1 die Komponenten 
der Kraft P H+l , die in J5 angreift, sind, wenn wir endlich durch 
den Winkel a, den sie mit der #-Achse bildet, die gegebene Eich- 
tung dieser letzteren Elraft festlegen,- so wird 



56 VI. Kapitel. Dreiecksfachwerke mit durchlaufendem Diagonalzuge. 



wobei E die unbekaruate GrSBe der Kraft bezeichnet, und ferner 1st 



zu setzen. Die Bedingungen des Gleichgewichts erfordern aber 



und somit ergibt sicli durch Einsetzen dieser Werte von X Q , 3T , 
und der voranstehenden Werte von X w+1 , r + ij 
Gleichung fur Z Q fiir 1? die Gleichung: 

*[(V-^)^-(>o-y**i) ^ 
aus dieser folgt, wenn nicht 

Oo - ^+1) : (% ^+1) = cos a : sin or, 

d. L wenn, wie wir es annehmen wollen, die gegebene Richtung 
von der der Linie AS verschieden ist, E in eindeutiger Weise, 
und damit sind die zwei Krafte (X n+1 Y n+1 Z n+1 \ (Z o r o Z ), 
welche den windschiefen Streckenzug der Krafte zu einem ge- 
schlossenen windschiefen Polygon machen, gefonden. 

Wir wollen jetzt die Reihenfolge der Krafte in diesem wind- 
scliiefen Polygon andern, indem wir sie in der Reihenfolge eines 
Umlaufes um den Rand des Fachwerkes nehmen. Dies bedeutet 
fur die Indices ihrer Koordinaten die Reihenfolge 

1, 3, 5, ... n 1, n + 1, , n 2, ... 2, 0, 
wenn n gerade, und 

1, 3, 5, . . . n - 2, n, n + 1, n - 1, . . . 2, 0, 

wenn n ungerade ist. So entsteht ein neues windschiefes Polygon, 
dessen Ecken in der nun gew'&hlten Reihenfolge die Koordinaten 



haben mogen. Es wird dann 



8 , 
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Wir fuliren nun auch die Koordinaten der inneren Krafte ein, 
die in dem Streckenzuge der Diagonalstabe O123...(w + l) 
wirken und an den Knotenpunkten der Gurtung 0, 2 ? 4..., n-\- 1 an- 
greifen: 

(-^10 1 -^10 ^10,' i ^121 ^12? -^12)9 C^SUJ -^33? ^32 > 

und setzen: 



}r i25 -82' 



3 8 ^ ^10 + ^12 + 



Die inneren Kraffce in den noch fehlenden Randstaben be- 
stimmen wir aus den Bedingungen des Gleicbgewichtes an den 
einzelnen Knotenpunkten. "Wir finden so z. B. 



und analog 
Ebenso wird 

und analog 
allgemein ist 

Ferner wird 

i 

-^42 sss ^ + 

allgemein 
(5) 



9t - 8.', 3is - & - 3V 

"T ^13 ~T ^23 "1" -^-43 ^^ *2 



en _ en ' 
S/t X2^ 



+2 



"" 3l 



~ 3s 



,2t = 3n + 2-i "" 83* + !' 
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Damit 1st die Bestimmung der inneren Krafte vollendet, und diese 
ergeben sicli in der geometrischen Deutung als die geradlinigen Ver- 
bindungsstrecken einer Raumfigur, die durch die Punkte , S 1? 
K 2 , n + 2 un< ^ &i* @Yi *'+ 1 gebildet wird, wobei S der Koordi- 
natenursprung 1st und K z - die Koordinaten 3^, ^) t -, 3*? / & e Ko- 
ordinaten S/, )/, 3/ bekommt. Die Strecken des Sti-eckenzuges 
oi2--' li e f ern uns & e auBeren Krafte, die Strecken des 
Streckenznges ( ' EJL' ( 2 ' . . . die inneren Krafte in den Diagonalen. 
AuBerdem ist allgemein 2 ' t mit S^ K 2 7 t+1 mit C n + 2 -i verbunden. 
Die Projektion dieser Figur auf die Grundebene liefert den ebenen 
Krafteplan, in welchem die samtlichen in dem Fachwerk wirkenden 
Krafte der Grofie und Richtung nach dargestellt sind. 

Wir haben nun nachzuweisen , daB die reziproke Figur des 
raumlichen Krafteplans durch ihre Projektion auf die Grundebene 
das Fachwerk selbst mitsamt den Wirkungslinien der auBeren 
Kraffce liefert. Um diesen Nachweis moglichst einfach und an- 
schaulich zu geben, betrachten wir zuna'chst die Nullebenen der 
Punkte Ej, E 2 , S 2 ', E g ', S/ und zeigen, daB sie alle funf durch 
einen Punkt S 3 fiber A gehen. Ihre Gleichungen lauten: 

Bi s Dt ^ *i !/, 



Es wird nun 



^32 ^3 """" -^82 % ^84 



wenn *t' 3 , ^/ 3 die Koordinaten von A s sind, weil dieser Punkt auf 
den Wirkungslinien der inneren Krafte in den Staben 23 und 34 
liegt, daher werden f lir $ = x$ , y == 7/ 3 , infolge der Bedeutung 
der GroBen 3 2 ', ^^ 3's e^ c -? die letzten beiden der vorstehenden 
funf Gleichungen mit der dritten identisch. Sie liefern also alle 
drei denselben Wert 



Da aber welter die Gleichung 

Z 3 = Y s ar, - 
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besteht. wird die zweite der fiinf Gleichungen fur ,/ ,/\, // = y% 
mit der ersten identiseh, und diese liefert fur diese Werte von #, y 

**' = z i - Y I**T ^ //>. 
Addiert man hierzu die eb entails erfiillte Gleiehung 

= ZM T 31 a- 3 -f A^ 31 y B , 
so ergibt sich 

-V = ( z i + z si) (1\ + IM) a* 3 + (X 1 + A' 31 ) ^, 

und somit wird r a = ?/, denn infolge des Gleichge\vichtes> ana 
Punkte ^4 X ist 

(^i + VJ = 1X0 + X iJ etc - 

Die font' Ebenen gehen demnach wirklich alle durch denselben 
Punkt 2( :J iiber J 3 hindurch, und Ahnliches ergibt sich auch fiir 
alle anderen Knotenpunkte. Kehmen wir also von der Nullebene 
jedes Punktes S/ nur das Stuck, das iiber dem z ten Fache liegt, 
so erfullen diese ebenen Flachenstiicke insgesamt eine Polyeder- 
schale, die iiber dem Fachwerke liegt, und zwar wird die Ordi- 
nate des iiber A % liegenden Eckpunktes 91^- dieser Polyedersehale 

(e) *.-a;-i-;-i^+;-iyr 

Beriicksichtigt man die Werte (3) von S^.^i, ),'_ i, 3j-ii so 
kann man diese Gleichung folgendermafien deuten: Die Ordinaten 
werden angegeben durch die statischen Momente der in den Dia- 
gonalen (links von einem sie alle durchschneidenden Wege) wtr- 
kenden Krafte, genommen in der Reihenfolge des Diagonalzuges 
und fortgefuhrt bis zu dem Knotenpunkte, fiir den das statische 
Moment genommen und in ihm als Ordinate aufgetragen wird. 

Die Kullebenen y der Punkte G^ wollen wir nur bis an die 
Polyedersehale heranreichen lassen. mit der sie je eine Kante 
des Randes gemein haben, und sie auch immer nur bis zur Schnitt- 
linie mit der nachstvorhergehenden und der nachstfolgenden der 
ISTullebenen y nehmen. Die Prqjektionen dieser Schnittlinien sind 
dieWirkungslinien der auBeren Krafte, weil sie jedesmaJ durch den 
Eaumpunkt 2^ iiber dem AngrifPspunkt A i der betreffenden UuBeren 
Kraft hindurchgehen und ihre Richtung mit der Richtung der 
Kraft, die durch ihre auf die Grundebene projizierte reziproke 
Polare geliefei-t wird, iibereinstimmt. So erhalten wir eine zelt- 
formige Raumfigur iiber dem Fachwerk, deren Decko aus drei- 



60 "VL Kapitel. Dreiecksfachwerke mit durchlaufendem Diagonalzuge. 



eckigen Facetten besteht. Diese Facetten liegen iiber den Fachern 
des Fachwerkes, und die Wande des Zeltes bestehen aus vier- 
eckigen Stucken, die iiber den Wirkungslinien der SuBeren Kraffce 
aneinander stoBen. 




Von dieser Zeltfigur ist die Figur 
des ErH,ffceplans die reziproke Figur 
in dem Nullsystem. Ihre Eeken sind 
die NuUpunkte der ebenen Flachen 
der ersten Figur, und jeder Linie, in 
der zwei benachbarte Flachen der Zelt- 
figur aneinanderstoBen, ist die Ver- 
bindungsstrecke zweier Eckpunkte in 
der Figur des Krafteplans zugeordnet, 
die, auf die Grundebene projiziert, eine 
der an oder in dem Fachwerke wirken- 

den Krafte der GroBe und Ricktung nach darstellt. 

Um hiervon eine anschaulicne Darstellung zu geben, ist in 

der nebenstebenden Abbildung die Zeltfigur fur ein ganz ein- 
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faclies Fachwerk, das aus drei gleichseitigen Dreiecken besteht, 
gezeichnet worden. Das Fachwerk 1st in den Knotenpunkten 
-4 15 A%, A 3 dureh Yertikalkrafte von der gleiehen GroBe P be- 
lastet, und der Auflagerdruck in A und J5 steht zu bestimmt 
geneigten Linien a, b senkrecht. Fur einen KrSftepol 1st das 
Seileck S^S^S^S^S^ gezeichnet. Die Zeltfigur 1st im AufriB 
durch die Eckpunkte 81, 2( 17 9f 2 , 21 3 , S3 bestimmt. Yon diesen 
Eckpunkten denken wir nns nach den zugehorigen Ecken des 
Seileckes in der Grundebene die Linien gezogen. Sie begrenzen 
die Wande des Zeltes oder bilden, wenn wir uns die Wande fort- 
genommen denken, die Zeltleinen. 



Siebentes Kapitel. 

Bestimmte Facliwerke. 

Die bis jetzt betrachteten Fachwerke sind nur spezielle Falle 
viel allgemeinerer Gebilde. Im allgemeinsten Sinne konnen 
wir als ein Fachwerk eine geometrische Figur bezeich- 
nen, in der eine gewisse Anzahl Punkte durch so viel 
Verbindungsstrecken verbunden sind, dafi durch jeden 
Punkt mindestens zwei dieser Strecken gehen. Die Punkte 
heiBen die Knotenpunkte, die Yerbindungsstrecken die Stabe 
des Fachwerkes. Die Anzahl der ersteren sei &, die Ajazahl der 
letzteren s. 

Wir fiihren sofort ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, 
dessen Ursprung wir in einen Knotenpunkt legen und dessen 
#-Achse wir mit einem der Stabe des Fachwerkes zusammenfallen 
lassen. Dann werden fiir den ersten Knotenpunkt die Koordinaten 

i - 0, ft - 0. 

Fiir einen zweiten Knotenpunkt werden die Koordinaten &' 2 , ?/ 2 , 
wobei 

ar,-0, 

tind nun wollen wir weiter mit (a? 3 , ?/ 3 ), ... (aj A , y) der Reihe 
nach die Koordinaten der ftbrigen Knotenpunkte bezeichnen. Im 
ganzen erhalten wir 2 k 3 von Null verschiedene Knotenpunkts- 
koordinaten. 

Jeden Knotenpunkt bezeichnen wir durch den Index seiner 
Koordinaten. Die Lange des Stabes, der die Knotenpunkte mit 
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den Indices a, b verbindet, bezeichnen wir mit s a6 , ferner mit qp a/J 
den Winkel, den die Richtung dieses Stabes mit der positiven 
tf-Aehse einsehlieBt. Es wird,dann 

CO *6 *a'- s S al 

und somit folgt umgekehrt 



(2) 



In seiner volligen Allgemeinheit wollen wir aber das Fach- 
werk nicht betrachten. Wir wollen vielmehr annehmen, das Fack- 
werk sei bestimmt, oder genau gesprochen, kinematisch be- 
stimmt. Das bedeutet: es ist, wenn ein Knotenpunkt und die 
Richtung eines durch ihn gehenden Stabes festgehalten wird, 
keine endlicbe oder unendlicli kleine Verschiebnng irgendwelcher 
Knotenpunkte in der Ebene des Fachwerkes moglich, bei der sick 
nicht die Langen gewisser StSbe andera, dagegen wird diese 
Eigenschaft sofort zerstort, sowie man einen einzigen Stab des 
Fachwerkes entfernt. Mit anderen Worten, die Unverschieblich- 
keit der Teile des Fachwerkes wird gerade durch die vorhandenen, 
aber nicht durch eine geringere Anzahl Stabe gewahrleistet. Jeder 
weiter hinzugefQgte Stab wai*e ein iiberzahliger Stab, d. h. er 
kSnnte wieder entfemt werden, ohne daB die kinematische Be- 
stimmtheit des Fachwerkes darunter litte. 

Wir wollen nun die analytischen Bedingungen fur die Be- 
stimmtheit des Fachwerkes zu formulieren suchen. Wir beschranken 
uns darauf, unendlich geringe Lagenanderungen der Knotenpunkte 
in Betracht zu ziehen, die ohne Anderung der Stablangen auch 
unmoglich sein mtissen, wenn das Fachwerk ein unverschieb- 
liches Gefuge darstellt. Wir wollen fiir eine unendlich kleine 
Verschiebung des Knotenpunktes mit dem Index a die Kompo- 
nenten nach den Koordinatenachsen mit ^ a , t] a bezeichnen. Den 
ersten Knotenpunkt wollen wir festhalten, es wird also g t =0, % =0. 
Ebenso wollen wir die (mit der y- Achse zusammenfallende) Rich- 
tung des Stabes (12) festhalten, es wird also auch 2 = 0. 

Das Quadrat der Lange l ah des Stabes (aV) wird nun 
der Verschiebung 



Kinematiscbe Bestimmtheit. 



Ziehen wir hiervon das Quadrat der urspriingliehen L'ange ab, so 
find en wir fur den Zuwachs dieses Quadrates bei Yernachlassigung 
der Glieder, welche die unendlieh kleinen GroBen , 77 zur zweiten 
Dimension enthalten, 



Die so bestimmte Anderung des Quadrates der Stablange muBte 
aber generell verschwinden, wenn eine Yerschiebung mit unver- 
anderten Stablangen moglich ware. Wir gelangen demnach zu 
dem Gleichungssystem: 

~ /J = 0, 



das aus 5 Gleichungen, nSmlich so viel Gleichungen, wie Stabe 
vorhanden sind, besteht. 

Da g t 0, % = 0, | 2 = sein soil, ist die Anzahl der mog- 
licherweise von Null verschiedenen GroBen |, i] in den vorsteben- 
den Gleicbungen, kurz gesagt die Anzahl der IJnbekannten, gleich 
2 7j 3. 

IsTelunen wir nun zunacbst an, die Anzahl der Gleichungen s 
sei < 2 Z; 3, d. h. kleiner als die Anzahl der Unbekannten. 
Dann lassen sich fur die letzteren immer unendlieh viele Kombi- 
nationen yon wenigstens zum Teil yon Null verschiedenen "Werten 
bestimmen, for welche die s Gleichungen erfollt sind, d. h. es ist 
eine Yerschiebung der betrachteten Art ohne Anderung der Stab- 
langen immer moglich, und das Fachwerk ist nie bestimmt. 

Nehmen wir aber 5 = 2 Jc 3 , so ist in dem System homo- 
gener linearer Gleichungen die Anzahl der Unbekannten gerade 
gleich der Anzahl der Gleichungen, und die letzteren sind nur 
dann fur wenigstens teilweise von Null verschiedene Werte der 
Unbekannten erfullbar, wenn es sich gerade so fugt, daB bei 
Elimination von 5 1 Unbekannten aus den Gleichungen die 
letzte Unbekannte ebenfalls herausfallt. Dies bedeutet aber das 
Yerschwinden des bei der Elimination als Koeffizient der letzten 
Unbekannten auftretenden Ausdruckes ^, der die Determinante 
des Gleichungssystemes heiBt. 

Wenn also die Zahl der Stabe s = 2 7o 3 ist und die 
Determinante ^=4=0 wird, so ist eine Yerschiebung der 
Teile des Fachwerkes gegeneinander ohne Anderung 
der Stablangen unmSglich. Dies ist aber auch bei 
keiner geringeren Zahl von Staben der Pall, und die 
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6 



Fig. 40. 



gefundenen Bedingungen sind demnaeh die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB das 

Fachwerk kinematisch be- 
stimmt ist. 

Ein Beispiel fiir ein Fachwerk, 
das, obwohl es die genugende 
Anzahl Stabe besitzt, kinematisch 
unbestimmt ist, stellt die neben- 
stehende Figur dar, in der durch 
die punktierten Linien eine mog- 
liche unendlich kleine Verschie- 
bung des rechten Dreiecks gegen 
das linke Dreieck angedeutet ist. 
Wir lassen nun in irgendwelchen Knotenpunkten des Fach- 
werkes SuBere Krafte angreifen, und zwar nennen wir die Kom- 
ponenten der in dem Knotenpunkte a angreifenden Kraft X a , Y a , 
indem wir immer X a = 0, Y a = nehmen, wenn gerade in dem 
betreffenden Knotenpunkte keine auBere Kraft angreifb. Wir 
wollen nun suchen, in den Staben des Fachwerkes Paare ent- 
gegengesetzt gleicher inner er Krafte oder Spannungskrafte 
derart anzubringen, daB an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht 
besteht. Wir nennen Herbei die Komponenten der Kraft, die in 
dem Stabe (Z>) an dem Knotenpunkte a angreiffc X 6a , Y ba . Die 
Komponenten der Kraft, die in demselben Stabe an dem anderen 
Knotenpunkte angreiffc, sind dann 

(4) _ x ab = -x ta , r oi = -r 6a . 

Da die Kraffcrichtung mit der Stabrichtung zusammenfiillt, finden 
wir sofort 



wobei S ba eine positive oder negative Zahl bedeutet, die wir als 
die Stabspannung bezeichnen. Ist S ba > 0, so sind die Kr&fte 
in dem Stabe aufeinander zu, ist S 6 a < 0, so sind sie voneinander 
weg gerichtet. Im ersten Falle sprechen wir von einer Zugspan- 
nung, im letzteren von einer Druckspannung.*) Durch Ein- 
setzen der Wei*te von cos<p aM sing? a6 ergibt sich 



L ba ' 



*) In den Figuren ist Zugspannung durch ein beigesetztes 
DruckspanniiDg durch bezeichnet. 
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Analog wird 



und da diese Werte den vorigen entgegengesetzt gleich sein 
sollen, muB 

(7) ' S a >-S ta 

angenommen werden. 

Wenn an jedera Knotenpunkte Gleichgewicht herrscht, so muB 
auch zwischen den SuBeren Kraften Gleichgewieht bestehen, d. h. 
es sind die drei Gleichungen erfQllt 

(8) ,5X-o, ^r,,= o, ^z.= o, 

'/ ft a 

die Summation fiber alle Knotenpunkte erstreckt, wobei 



gesetzt ist. Diese Gleichungen resnltieren in der Tat ? wenn man 
die Gleichungen, die far jeden einzelnen Knotenpunkt gelten, 

= 

fur a =~ 1 , 2 , . . . 7c bildet und dann die Summation nach diesen 
Indices ausfohrt. Hierbei heben sieh die von den inneren Kraffcen 
herruhrenden Bestandteile wegen der Eelationen (4), aus denen 
auch Z ab = Z ba folgt, paarweiso weg, und es ergeben sich die 
obenstehenden Gleichungen. 

Yon den drei fur den Knotenpunkt a aufgestellten Gleichungen 
ist die letzte, da 



ist, eine einfache Folge der ubrigen. Setzt man in diese die Werte 
von ^X 6a , Y ba aus (6) ein, so werden sie 

(9) J^afe- *,) = -*, ^6.(y.-yO.~3r.. 

b b 

indem wir die spezifischen Spannungen 

(10) ..-| : 

einfuhren. Wir fragen nun, wann das Spannungsproblem ein- 
deutig bestimmt ist, d. h. welches die notwendigen und hinreichen- 

Timerding, Krafteplane. 5 
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den Bedingungen dafur sind, daB die Gleichungen (9) ftir die 
spezifischen Spannungen <s ba eine und nur eine Losung liefern. 

Die erste Bedingung 1st die, daB die Anzahl der linearen 
Gleichungen mit der Anzahl der Unbekannten ubereinstimmt. Die 
Anzahl der Unbekannten ist gleich der Anzahl der Stabe, also s. 
Die Anzahl der Gleichungen ist zunSchst .gleich der doppelten 
Anzahl der Knotenpunkte, also 27;. Da aber die drei Gleichungen 
(8), welche die Unbekannten a ba nicht mehr enthalten, eine Folge 
der Gleichungen (9) sind, sind die letzteren nicht alle unabhangig 
voneinander, vielmehr lassen sich drei unter ihnen aus den iibrigen 
heiieiten, und diese drei Gleichungen konnen wir weglassen, da 
sie in Rucksicht auf die Beziehungen (8) von selbst erfullt sind, 
wenn die ubrigen befriedigt werden. Wir wahlen daftir die zwei 
Gleichungen ftir den Knotenpunkt 1 und die erste Gleichung fur 
den Knotenpunkt 2. Die iibrigen 2& 3 Gleichungen dienen 
dann dazu, die ft Werte <s ba zu bestimmen, und daher muB wieder 

(11) 5-27^-3 

sein. 

Diese Bedingung allein ist aber nicht hinreichend, um die 
Moglichkeit und Eindeutigkeit der Losung erkennen zu lassen. 
Nach dem, was wir bereits fruher gesehen haben, ist hierzu noch 
erforderlich, daB, wenn man aus den s Gleichungen 5 1 der Un- 
bekannten eliminiert, auf der linken Seite nicht auch noch der 
resultierende Koeffizient der letzten Unbekannten verschwindet. 
Dies aber ist auch die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafur, daB die s homogenen Gleichungen 

(12) ^<U* 6 - **) - 0, ^.(y* - J = 

nicht anders erfullt werden kQnnen, als indem man alle c? 6a = 
setzt. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Eeihe nach mit 
unbestimmten Koeffizienten t; 2 , | 3 , %, . . . A , % und addieren 
sie, so konnen wir wegen <5 ba = a ab das Resultat in folgender 
Form schreiben 



a, b 

Setzen wir in dieser Gleichung den Inhalt der eckigen Klam- 
mer generell gleich 0, so kommen wir auf die Gleichungen, zu 
denen uns das Problem der Irinematisehen Bestimmtheit fuhrte, 
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zuriick- Es 1st nun sofort zu sehen, daB, wenn das Fachwerk 
nicht kinematisch bestimmt 1st, es auch nicht statiseh be* 
stimmt sein, d. h. keine eindeutige Losung des Spannungsproblems 
liefern kaun. In der Tat erkannten wir als die Bedingung der 
kinematischen Unbestimmtheit , daB die s Gleichungen (3), mit 
gewissen Faktoren, die wir durch G ab bezeichnen konnen, multipli- 
ziert nnd addiert, ein identiseh verschwindendes Resultat liefern. 
Dann aber 1st die vorstehende Gleichung fur diese Werte der 6 ab , 
die nicht alle verschwinden konnen, hinsichtlich der a , ^ a , . . . 
identisch erfullt, und mithin sind auch die vorhergehenden Glei- 
chungen (12) erfullt, ohne daB alle a ab yerschwinden, das Fach- 
werk 1st sonacn auch statisch unbestimmt. Umgekehi-t ist jedes 
statisch unbestimmte Fachwerk, da sich dieselbe SchlnBweise auch 
riickwarts ausfiihren laBt, gleichzeitig kinematisch unbestimmt, 
und daraus folgt, daB auch jedes kinematisch bestimmte 
Fachwerk zugleich statisch bestimmt sein muB. Deswegen 
bezeichnet Foppl solche Fachwerke kurz als bestimmte Fach- 
werke. Schur nennt sie einfaehe Fachwerke. 

Wir wollen nun den Begriff des Fachwerkes noch enger um- 
gi*enzen, indem wir ein schlicht gebautes Fachwerk dadurch 
definieren, daB sich die in ihm vorkommenden Stabe als 
die Umrandungen einer Reihe von Polygonen auffassen 
lassen, welche einen Teil der Ebene einfach und ein- 
faeh zusammenhangend, d.h. ohne im Inneren eine Liicke 
zu lassen, iiberdecken. Es folgt dann sofort, daB in einem 
solchen Fachwerk ein Stab hochstens zweien der Polygone oder 
Facher angehoren kann, denn sonst muBte wenigstens auf der 
einen Seite von ihm eine doppelte Uberdeekung stattfinden. Die 
Stabe, die nur einem Fache angehoren, bilden den Rand des 
Fachwerkes, und wir unterscheiden auf diese Weise wieder Rand- 
und Diagonalsta.be. Der Rand des Fachwerkes ist ein Polygon, 
dessen Ecken wir als die auBeren Knotenpunkte des Fach- 
werkes von den ubrigen, inner en Knotenpunkten scheiden wollen. 

Wir machen ferner die weitere Voraussetzung, daB alle Sufieren 
Kr^ffce in >den SuBeren Boiotenpunkten des Fachwerkes angreifen. 
Dann wollen wir das Fachwerk ein schlicht belastetes nennen. 
Ein Fachwerk, das schlicht gebaut und schlicht belastet ist, soil 
kurzweg als ein schlichtes Fachwerk bezeiehnet werden. 

Gehen durch einen inneren Knotenpunkt I eines solchen 
Fachwerkes vier Stabe mit paarweise entgegengesetzt gleichen 
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Ricbtungen, so miissen aucb. die zugehorigen Spannungskraffce, damit 
Gleicbgewicbt bestebt, wie leicht nacbzuweisen 1st, paarweise ent- 
gegengesetzt gleich werden. Sie zerstoren sicb. also tmmittelbar 
und lassen in den anderen Endpunkten der in eine gerade Linie 
fallenden beiden Stabe wieder zwei entgegengesetzt gleicbe Span- 
nungskraffce ubrig. Diese beiden Stabe kann man sonacb als einen 
einzigen Stab ansehen und ebenso die beiden anderen Stabe, also 
den inneren Knotenpunkt I als solcben wegfallen lassen und ibn 
als einen tJberscbneidungspunkt anseben. Solcbe einfacbe 
tiberscbneidungen konnten demnach zu Anfang vorbanden sein. 
Man wtirde sie, um eine einfache Uberdeckung der Ebene durcb 
die Facber des Facbwerkes zn erreicben, durcb einen Knotenpunkt 
der vorerwabnten Art zu ersetzen haben. 

Ebenso kann man, wenn eine auBere Kraft in einem inneren 
Knotenpunkte angreift, docb so, daB ibre Wirkungslinie keinen 
zweiten Knotenpunkt des Facbwerkes enthalt, jeden Punkt, in dem 
diese Wirkungslinie einen Stab des Facbwerkes scbneidet, als 
einen neuen Knotenpunkt des Facbwerkes einfiibren und in ibm 
zwei entgegengesetzt gleicbe Kraffce, von denen die eine die GroBe 
und Bicbtung der auBeren Kraft bat, anbringen. Die letzte dieser 
Kraffce, die in einem Punkte auf dem Rande des Fachwerkes an- 
greift, seben wir als die neue auBere Kraft an, wabrend wir die 
tibrig bleibenden Kr&fte paarweise als Spannungskraffce in neu 
einzufiigenden Staben, die alle in die Wirkungslinie der urspruug- 
lichen auBeren Kraffc fallen, deuten. In jedem der durcb die neuen 
Knotenpunkte abgeteilten Stabe sind an diesen Knotenpunkten zwei 
entgegengesetzt gleicbe Kraffce von der Gr5fie der ursprunglicben 
Spannungskraffce des Stabes einzufugen, damit ancb in den Teilen 
des Stabes die Spannungskraffce zu Paaren entgegengesetzt gleicber 
Kraffce auftreten. 

Durcb dieses Verfahren ist es mSglicb, die scbeinbar stark ein- 
scbrankenden Voraussetzungen des scblicbten Fachwerkes viel 
weiter auszudebnen und einen sebr allgemeinen Typus von Facb- 
werken unter ihnen zu begreifen. 

Das Spannungsproblem kann man allgemein in der Weise be- 
bandeln, daB man die Bestimmung der Spannungen in einem be- 
stimmten Facbwerke mit k Knotenpunkten auf das gleicbe Problem 
fur ein Fachwerk mit ft 1 Knotenpunkten zuruckfubrt. Fur ein 
Facbwerk mit der geringsten Zabl, namlicb 3 Knotenpunkten, 
d. h. fiir ein einfaches Dreieck, ist die Spannungsbestimmung 



Das Spannuugsprobleni 69 

sicher moglich. TVeist man also nach, daB das Spannungsproblem 
fur jedes Fachwerk mit 7j Knotenpunkten losbar ist, wenn es fur 
jedes Fachwerk mit 7j 1 Knotenpunkten gelost warden kann, 
so ist die Losbarkeit des Problems allgemein nachgewiesen, denn 
fur 3 Knotenpunkte ist es losbar, also auch fur 4, mithin weiter 
fur 5 usf. 

Die Reduktion von 7j auf 7; 1 gesehieht in der Weise, da8 
man zunSchst den Fall abscheidet, wo in dem Fachwerk ein Knoten- 
punkt A m vorkommt, durch den nur zwei Sta.be gehen. Dann 
sind die Spannungen in diesen Staben, die wir schon friiher be- 
nutzt haben, sofort zu finden. Fiihren wir nun die Spannungs- 
krafte ein, die in den beiden Staben an ihren zweiten Endpunkten 
Ap, A q angreifen, so kann man den Knotenpunkt J. m , da die drei 
an ihm angreifenden Krafte sich das Gleiehgewicht halten, ganz 
weglassen, die an A p und A (I angreifenden Kraffce zu je einer Re- 
sultierenden vereinigen, und behalt ein bestimmtes Facnwerk mit 
7t 1 Elnotenpunkten und gegebenen auBeren Kraften iibrig, wo- 
mit die verlangte Reduktion ausgefuhrt ist. 

Enthalt das Facnwerk mit 7c Knoten aber keinen einzigen 
KJiotenpunkt, durcn den nur zwei Stabe gehen, so enthalt es sicher 
einen Knotenpunkt, durcb den drei Stabe gehen. Denn gingen 
durch jeden Knotenpunkt vier Stabe, so ware die Zahl s der 
Stabe die Halfte von 47j, also 2^, w^hrend sie, wie wir sahen, 
2 Js 3 sein muB. 

Wir nehmen also einen Elnotenpunkt A m , durch den nur drei 
Stabe gehen, und nennen A p , A t ^ A r die anderen Endpunkte dieser 
Stabe. Dann sind wenigstens zwei der letzteren drei Punkte mit- 
einander nicht durch einen Stab verbunden, denn waren sie es 
alle, so k5nnte von den drei Staben durch A m einer weggelassen 
werden, ohne die kinematische Bestimmtheit des Fachwerks zu 
st8ren, da ein Punkt immer fest ist, wenn er mit zwei festen 
Punkten fest verbunden ist. LaBt man demnach einen der drei 
Stabe durch A m weg, so mtissen wenigstens zwei der Punkte 
A-, Ay, A r gegeneinander verschiebbar werden, denn waren sie 
alle in ihrer gegenseitigen Lage fest, so gentigte es, A m mit 
zweien von ihnen zu verbinden. Es konnen aber auch nicht 
mehr als zwei der drei Punkte, etwa A f und A^ in ihrer gegen- 
seitigen Entfernung veranderlich sein, denn waren die Ent- 
fernungen eines der drei Punkte von den beiden ubrigen ver- 
anderlich, so bliebe eine Yerschieblichkeit bestehen, auch wenn 
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die drei Puiikte mit A m fest verbunden warden. Ftigen wir nun 
den Stab A p A q ein, so ko'nnen wir den Stab A r A m fortlassen, 
ohne die statische Bestimmtlieit des Fachwerkes zu stQren. Es 
laBt sich also immer durch Fortnehmen eines Stabes und Hin- 
zurugung eines andern ein bestimmtes Fachwerk in ein andres 
verwandeln, in dem durch mindestens einen Knotenpunkt nur 
zwei Stabe gehen. 

Z. B. wird das in der beistehenden Figur gezeichnete Fach- 
bei dem durch jeden Knotenpunkt drei Stabe gehen, durch 

Fortnahme des Stabes r und 
Hinzufiigung des Stabes s in ein 
gewohnliches Dreieeksfachwerk 
verwandelt, bei dem durch die 
Knotenpunkte A und B nur zwei 
Stabe gehen. Laflt man diese 
beiden Stabe z. B. bei J9 weg, so 
bleibt ein bestimmtes Fachwerk 
mit Jc 1 Knotenpunkten ubrig. 

A r B Fugt man dem ursprung- 

Fig ' 41t lichen Fachwerk den neuen Stab 

hinzu, ohne den alten fortzunehmen, so hat man ein statisch un- 
bestimmtes Fachwerk mit ein em Grade der Unbestimmtheit vor 
sich. Wir behandeln dieses Fachwerk so, daB wir zunachst in 
den Staben A m A f , A m A q , A m A r drei Spannungskrafte P, Q 9 E 
bestimmen, die in A m der auBeren Kraft das Gleichgewicht 
halten. Diese Krafte sind nicht eindeutig bestimmt; sind aber 




und P, 



zwei Wertekombinationen fur sie, die der 



geforderten Bediiiguiig genugen , so ist jede andere Wertekombi- 
nation von der Form 



1+1 



wobei A willkurlich bleibt. Sind namlich 



p t ^ <p r die Winkel, 
welche die Eichtungen der Stabe A m A p , A m A^ A m A r mit der 
positiven ii?-Achse einschlieBen und X m , Y m die Komponenten der 
auBeren Kraft in A m , so sind die zu erfullenden Gleichungen fur 



P cos <p p + Q cos cp q + E cos <p r 
P sin 9^ + Q sin gc^ + J? sin g? r 



^wt' 
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und aus zwei LSsungen Pj , Q i , Jt x und P 2 , Q. 2 , J? 2 dieser Glei- 
chungen setzt sich die allgemeine Losung in der angegebenen 
Weise zusammen. Fiigt man die den Kraften P, <J), It entgegen- 
gesetzt gleichen Kraften in den Punkten A p , A tJ , A r hinzu und 
iSBt die drei Stabe durch A m weg, so lafit sich in dem statisch 
bestimmten Fachwerke mit 7: 1 Knotenpunkten, das so entsteht, 
die Spannung nach Yoraussetzung in jedem Stabe ermitteln. Ins- 
besondere mo'ge die eine der Spanmmgskraffce in dem Stabe A p A y 
S sein. Dann ist dies S von der Form 



wo &i die Spannuug, die sich for die Krafte P lt ^ x , R ergibt, 
und 8% die analoge Spannung fur P 2 , $ 2 , 1? 2 ist. Macht man nun, 
wenn nicht schon 8 t oder S. 2 gleich null wird, 

;.=l-V.s;, 

so wird diese Spannung 0, der Stab A p A u kann \vieder weg- 
gelassen werden, und es ergibt sich ein Spannungszustand in dem 
urspriinglich gegebenen Fachwerke mit & Knotenpunkten, der den 
gegebenen aufieren Kraffcen entspricht, womit das Problem ge- 
lost ist. 

Diese Betrachtung zeigt auch, daB die Zahl der Facher immer 
urn 1 Yermindert wird, wenn man die Zahl der Knotenpunkte 
urn 1 herabsetzt. Denn ijimmt man einen Knotenpunkt fort, durch 
den nur zwei Stabe gehen, so ist dies unmittelbar einleuchtend. 
Gehen durch den Knotenpunkt aber drei Stabe, so werden durch 
seine Fortnahme zwei Facher entfernt, aber durch den neu einzu- 
setzenden Stab wieder ein Fach hinzugefugt, die Behauptung ist 
also auch dann richtig. Da ein Fachwerk mit drei Knotenpunkten 
aber nur ein Fach' besitzt, so ist die Zahl n der Facher allgemein 

(14) /i-fc-2, 
woraus auch 

(15) k=*u + 2, = 2;i+ 1 
folgt. 

Das Spannungsprobleui ist bestimmt dorch das vorgelegte 
Fachwerk und die gegebenen auBeren Krafte. Diese aufieren 
Krafte konnen in einem Kraffceplan gegeben werden, aus dem sie 
ihrer GroBe und Bichtung nach hervorgehen. Man kann sie aber 
auch bis auf einen gemeinsamen Faktor, der als die willkurlich 
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bleibende Krafteinheit gedeutet werden kann, in dem Lageplan 
selbst festlegen, indem man Hire Wirkungslinien gibt und for sie 
ein Seileck konstruiert. Man fiigt dann in jeder Ecke dieses Seil- 
eckes eine der betreffenden auBeren Ki-aft direkt und eine ihr ent- 
gegengesetzt gleiche Kraft binzu und in den angrenzenden Seil- 
eckseiten zwei Kraffce, die der ersten hinzugefugten Kraft das 
Gleichgewicht halten, wahrend die iibrig bleibenden zwei ent- 
gegengesetzt gleiehen Kr&fte in der Wirkungslinie der auBeren 
Kraft sich unmittelbar das Gleichgewicht halten. So wird das 
bestehende Gleiehgewicbt nicht gestort, in den Seileckseiten 
und ebenso in den Wirkungslinien der auBeren KrSfte wirken 
jetzt Paare entgegengesetzt gleicher Krafte, es lassen sich dem- 
nach uberhaupt alle Krafte, die auffcreten, nunmehr zu Paaren 
entgegengesetzt gleicher Kr'afte zusammenfassen , die jedesmal in 
eine geradlinige Strecke fallen und an deren Endpunkten angreifen. 
Diese Strecke ist entweder ein Stab des Fachwerkes, oder sie ver- 
bindet einen SuBeren Knotenpunkt mit einer Ecke des Seileckes, 
dann wollen wir sie einen Kraft stab nennen, oder endlich sie 
ist eine Seite des Seilecks, die wir auch als einen Seilstab be- 
zeichnen konnen. Yon dem Fachwerk wollen wir sagen, es sei in 
das Seileck eingespannt. Die ganze entstehende Figur heiBt 
nach Schur das erweiterte Fachwerk. Eine Kraft in einem 
der Seilstabe, oder auch in irgend einem andern Stabe der Figur, 
kann der Gr5Be und dem Sinne nach beliebig angenommen werden, 
dadureh aber sind alle anderen Kraffce in eindeutiger Weise be- 
stimmt. Es ist indes sofort zu sehen, dafi, wenn uberhaupt eine 
Figur, in deren Strecken lauter solche Paare von entgegengesetzt 
gleiehen Spannungskraffcen wirken, kurz gesagt eine Spannungs- 
figur, mdglich ist, das Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte 
bestehen bleibt, wenn alle Krafte in demselben Yerhaltnisse ver- 
groBert oder verringert werden. In dem ursprtinglichen Fachwerk 
ist ein solcher Spannungszustand umnoglich, denu aus seiner sta- 
tischen Bestimmtheit folgt, daB, wenn die auBeren Kr'afte weg- 
fallen, auch alle inneren KrSfte verschwinden mussen. 

Durch das erweiterte Fachwerk werden dem ursprunglichen 
Fachwerke bestimmte Facher hinzugefugt. Eines davon ist das 
Seileck selbst, das notwendigerweise geschlossen ist, da die auBeren 
KrSfte im Gleichgewicht sind. Die iibrigen hinzukommenden 
Facher nennen wir die Eandf acher. Jedes von ihnen wird, wenn 
das Seileck derart angelegt ist, daB in keiner Ecke von ihm sich. 
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die Wirkungslinien mehrerer auBerer Kraffce begegnen, begrenzt 
von einer Seileckseite, den durch ihre Endpunkte gebenden Kraft - 
staben und dem zwiseben den anderen Endpunkten dieser beiden 
Kraftstabe liegenden Bandstueke des nrspriingliclien Fachwerkes. 
1st v, die Zahl der Ecken fund Seiten) des Seilecks, so wird die 
Anzahl der Knotenpunkte in dem erweiterten Fachwerke 

t 7r + x. 

Die Zabl der Kraftstabe ist ebenfalls %, die Gesamtzabl der Stabe 
in dem erweiterten Facbwerke also 

= $+ 2*c, 
und da s = 2 k 3 war, ergibt sicb aucn 

(16) = =of_3. 

Die Zabl der hinzugekommenen Facber, das Seileck selbst ein- 
begriffen, ist + 1 , also \vird die Gesamtzabl der Facber in dem 
erweiterten Fachwerk it == H + K + 1 oder, da n = li 2 , 

(17) n = f 1. 

In dem erweiterten Fachwerk gebort ausnabmslos jeder Stab 
zwei und nur zwei aneinander grenzenden Facbern an. Daraus 
folgt zweierlei. Erstens ergibt sicb, wenn wir die Facber als 
Flacbenstlicke deuten, daB das ganze Facbwerk ein unendlick ab- 
geplattetes gescblossenes Poly eder bildet, denn es besitzt keine 
Berandung, d. b. Stabe, die nur einem' Facbe angeboren, und von 
jedem Facbe kann man in jedes andere Fack gelangen, obne das 
Facbwerk zu verlassen. Die Polyederflache, welcbe das Facbwerk 
bildet, ist aucb einfach zusammenbangend, d. n. fubrt man in ibr 
irgend einen in sicb zurucklaufenden Scbuitt, so Ib'st er ein Stack 
von der Flacbe ab. Dies folgt daraus, daB das ursprtinglicbe Facb- 
werk nacb Voraussetzung eine einfacb zusammenbangende ebene 
Flacbe war. 

Zweitens zeigt sicb aber, daB wir jeden Stab in eindeutiger 
Weise nicbt bloB durcb die Knotenpunkte, die er verbindet, son- 
dern aucb durcb die Facber, die in ibm aneinander grenzen, 
cbarakterisieren konnen. Bezeicbnen wir also die n Facber des 
Facbwerkes durcb die Zahlen 1 bis n, so konnen wir jeden Stab 
des Facbwerkes durch ein Symbol (a/3) kennzeicbnen, wo die 
Zablen a, (5 sicb auf die zwei liings des Stabes aneinander gren- 
zenden Facber beziehen. 
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Hit dem Stabe kann auch die Spannung in dem Stabe durcb 
die Zahlen a, |3 charakterisiert werden. Um aber die beiden ent- 
gegengesetzt gleiehen Kr'afte, die diese Spannung darstellen, durch 
die angrenzenden Faclier eindeutig zu bezeichnen, mussen wir 
gleichzeitig auf die Reihenfolge, in der die Zahlen a, /3 erscheinen, 
Rucksicbt nehmen und der einen Kraft die Folge aft, der andern 
die Folge $K zuweisen. Die Regel, nacn der diese Zuweisung ge- 
scMeht, wollen wir so formulieren, daB beimUbergange vom 
Facbe a zum Fache /3 der Knotenpunkt, in dem die durch 
die Folge a/3 bezeicnnete Kraft angreift, zur Linken 
liegen soil. Die Komponenten dieser Kraft wollen wir X tf ^ 
Yfr ft schreiben, und haben dann zu setzen 

(18) X^^ = X^fl, Fy ft) = Y (a ^. 

Acntes Kapitel. 

Der Krafteplau eines elenen fcestimmten Facliwerkes. 

Auf Grund der im vorstehenden getroffenen Festsetzungen 
wollen wir nun fur das erweiterte Fach'werk den Krafteplan 
herzuleiten suehen. Wir stellen zunSchst die Gleichungen des 
Spannungsproblems in * der verSnderten Bezeicbnungsweise auf. 
Zu dem Zwecke bezeichnen wir durcb. die Folge 

a, ft y, ... p, v 

die Indices der Facher, die in dem Knotenpunkte mit dem Index 
a zusammenstofien, diese Facner in der Beihenfolge einer posi- 
tiven Umkreisung des Knotenpunktes genommen. Dann werden 
die Gleichungen, welche das Gleicligewiclit der in dem Punkte a 
angreifenden Spannungskrafte ausdriicken, 

(<*& + -X^y) H ----- h X( iUV ) + X( V ei) = , 

(afl + YW +-.. + Y^+ r ( , a) - o, 

^(-fl+^y) + '-- + ^) + ^(r.)-0. 
Hierbei ist 



indem x , y a die Koordinaten des Punktes a bezeicknen. Die 
dritte der Gleichungen (l) entsteht also aus den beiden ersten, 
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indem man diese mit y a und j: a nmltipliziert und zueinander 
addiert. Die Gleiclmngen (l) wollen wir in abgekurzter Form 
sehreiben wie folgt 

(la) C30.-0, (T),,-0, (Z) 9 -0. 

Wir denken uns jetzt in der Flache des Faehwerkes einen 
Eingschnitt gefuhrt. Dieser zerlegt die Flache in zwei Teile 21 
und S3. Fur alle Knotenpunkte des Teiles 21 denken wir uns die 
Gleichungen (l) oder (la) aufgestellt und diese Gleichungssysteme 
addiert. So gelangen wir zu dem neuen Gleichungssystem 

(3) -SW.-O, JStf.-U, Jt2).-0, 

9 21 91 

dessen Bedeutung wir naher untersuchen wollen. Zu dem Zwecke 
wollen wir den ausgefuhrten Eingschnitt naher bezeichnen durch 
die Angabe der Facher, die er durchsetzt. Es seien die Indices 
dieser Facher, in der Eeihenfolge einer positiven Umkreisung des 
Stiickes 21 genommen, 

Q, <s, t ... cp, i,o. 

Der Schnitt trifft alle Stabe, in denen je zwei aufeinanderfolgende 
dieser Facher aneinander gr^nzen, und es ist leicht zu sehen, daB 
bei Ausfuhning der Summen in (3) nur die Glieder ubrig bleiben, 
die sich auf die Kraffce in den durchschnittenen Staben beziehen. 
Denn sei (a|S) ein Stab, der ganz dem Teil 21 angehort, so ent- 
halten die Summen sowohl die Kraftkoordinaten 



als auch die Kraftkoordinaten 



diese Paare entgegengesetzt gleicher Werte zerstchren sieh also, 
und es bleiben in der Tat nur die Kraffce, die in den durch- 
schnittenen St'aben wirken und deshalb nicht durch eine entgegen- 
gesetzt gleiche Kraft im anderen Endpunkte des Stabes kompen- 
siert werden, ubrig. Auf diese Weise verwandeln sich aber die 
Gleichungen (3) in die folgenden 

(J + %at H + Xt + ^( = ' 
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und liier 1st im allgemeinen nicht mehr die dritte Gleichung eine 
Folge der beiden ersten. 

Wir wollen jetzt den Zyklus der Facber , <r, t . . . insbesondere 
so wahlen, daB er ein fest angenommenes Facli GO entb'alt, und 
schreiben ibn dann wie folgt 

o), of, jj, ... x, A, -//, ... ', c/, o). 
Ferner berticksichtigen wir, daB 

-^(a'oO^ ^(eoa')? ^l'w) ^ *(') 5 ^('w) == "~~ ^(wc/) 



und finden so aus (4) die folgenden Gleickungen 

'^(coa) + ^(a,^ "^ ^ ^/O ^ ^(w') + ^(a'^') H 1" ^(x'/.j ? 

('V ^(co; + -^(a/f) H I" ^/; = ^(wa f ) + ^(a'/)H l~ ^(x ;) ? 

^(tya) + ^(^ H ----- K ^(x/) = -2(wo f ) + ^( /) H ----- 1- ^(x ;.) i 
Die Indicesfolgen 

a), a, |S, . . . 3t, A und oo, a', /3', . . jc 7 , A, 

bezeicnnen aber zwei yerschiedene Wege, die beide aus dem fest 
gewahlten Anfangsfach co in das beliebig angenommene Fach I 
fuhren. Die Gleichungen (5) driicken demnacb. aus, daB die in 
ihnen vorkommenden Summen nur abbangen von dem An- 
fangs- und Endfacb, nicnt aber von dem Wege, langs 
dem sie genommen werden. 

Die Summen beziehen sich, wie man sient, auf die Spannungs- 
krSffee, die in den von dem Wege getroffenen Staben in dem zur 
Tin ken Hand gelegenen ICnotenpunkte wirken. Diese Summen 
wollen wk* nun einfacher bezeichnen, indem wir setzen 



Dann durfen wir nach dem Gesagten 3^, $ ; , $% als allein ab- 
hangig von dem Facne A, 36 0)) g)^, 3 W analog als eine Funktion 
des Faches co anselien, wabrend die Wahl der Fach erf olge 
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auf diese Werte ohne EinfluB 1st. Es 1st also jetzt jedem Fache I 
des Fachwerkes ein Wertetripel 

*;., &, 3;. 

zugeordnet, und, was wir zunachst zu zeigen haben, 1st, wie man 
aus diesen Wertetripeln die Koordinaten aller SpannungskrSfte 
herleiten kann. 

Zu dem Zwecke bezeiclinen wir mit ft ein dem Fache K be- 
nachbartes Faeh. Dann dtirfen wir den Weg, der aus dem An- 
fangsfach co in das Fach ^ funrt, durch das Fach I hindurchgehen 
lassen und konnen demgemafi setzen 



- 9 W - r (Bff , 



Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (6) folgt durch Sub- 
traktion 



Aus den so gefundenen Gleichungen ergibt sich aber sofort die 
Konstruktion des Kraffceplans, denn wir haben nur (X^,^), (X^, D^, 
(X , D /t ) usw. jedesmal als die Koordinaten eines Punktes in der 
Eoene des Fachwerkes aufzufassen, und zwar in demselben Ko- 
ordinatensystem, auf das wir auch die Punkte des Fachwerks be- 
zogen haben oder in einem parallel verschobenen Koordinaten- 
system, dann stellt die Yerbindungsstrecke der Punkte C^ und 
C t{ mit den Koordinaten (X A , Dj) und (X tt , D^) die Krafte in 
dem Stabe (1ft) der GroBe und Eichtung nach dar. Die ein- 
getragenen Punkte samt den gehorigen Yerbindungs- 
linien bilden also den gesuchten KrSfteplan. 

Wir wollen noch einmal hervorheben, daB die Punkte des 
Kraffceplans den F'achern des Fachwerks entsprechen, und hnmer 
solche zwei Punkte des Kraffceplans zu verbinden sind, die zwei 
in einem Stabe aneinandergrenzenden Fachern des Fachwerks 
zugeordnet sind, 

Nun deuten wir auch noch die "Werte ^ als Ordinaten in 
den Punkten C ? des Kraffceplans und erhalten dann durch die 



7 8 Till. Kapitel. Der Kr'aftepl an eines ebenen bestimmten Fachwerkes 



Endpunkte ( ; dieser Ordinaten erne Eaumfigur iiber der Ebene des 
Kr'affceplans, von welcher der letztere die orthogonale Projektion 
1st. Es ist aber wichtig, zu beachten, daB die Raumfigur bis 
auf die Ordinate eines einzigen Punktes durch den 
ebenen Krafteplan vollst&ndig bestimmt ist, wenn man 
das Fachwerk als von vornherein gegeben ansieht. 

Sind namlich A, (i wie oben die Indices zweier benachbarten 
Facher und sind x a , y a die Koordinaten des einen Endpnnktes 
ihres gemeinsamen Stabes, so wird 

^/*) == -^..tO^a""" ^(*,)^* 
Aus (8) folgt dann 

(9) 3.,, = 8* + f a - &)* - (32,, - $Jy a , 

und auf diese Weise fortschreitend kann man aus der Ordinate 
eines Punktes der Raumfigur die Ordinaten aller anderen Punkte 
finden. 

Wir wollen nun auch iiber dem Fachwerke eine Raumfigur 
bestimmen, die aus der Raumfigur des Krilffceplans in folgender 
Weise hervorgeht. Schreiben wir die soeben gefundene Gleichung 
(9) in der Form 

3 /f - $\A + Uptta - 8, - $l* a + *tf tt , 

so zeigt sie, dafi der Ausdruck 

(10) ^=3-D^+3t> ( , 

denselben Wert annimmt, auf welches von den an den Knoten- 
punkt a stoBenden Fachern sich auch die Werte X, g), Q beziehen 
mogen. Die Zahl $ a ist derart dem Knotenpunkte a eindeutig 
zugeordnet und soil in diesem Punkte als eine Ordinate auf der 
Grundebene errichtet werden. Die Punkte 2l rt , die wir im Raume 
als Endpunkte der so bestimmten Ordinaten erhalten, liefern zu- 
sammen mit denjenigen Verbindungsstrecken, die uber den Stiiben 
des Fachwerks liegen, die Raumfigur des Fachwerks. 

Dabei bilden diejenigen Verbindungsstrecken, die fiber den 
ein Fach des Fachwerkes begrenzenden Staben liegen, jedesmal die 
Berandung eines ebenen Polygons. Ist namlich I der Index des 
Faches, so gentigen die Koordinaten a?, 2/, z des Raumpunktes fiber 
irgend einer Ecke dieses Faehes der Gleichung 
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d. h. das ganze Polygon, von dem diese Raumpunkte die Ecken 
bilden, 1st in der durch die vorstehende Gleichung dargestellten 
Ebene y 7f enthalten. Die Ebene y A ist aber zufolge der Form 
ihrer Gleichung, wenn wir uns die Koordinaten x, y, s und 3, 9, 3 
auf dasselbe Koordinatensystem bezogen denken, die Nullebene 
des dem Fache zugeordneten Punktes ( ; in einem Null- 
systeme, dessen Parameter ~k= I und dessen Achse zur 
Grundebene senkrecht (namlich die -Achse) ist. 

Umgekehrt ist durch die Gleichung (10), wenn wir in ihr 
3j ?)i 3 a l g laufende Punktkoordinaten deuten, einem der Punkte 
uber den Knotenpunkten des Fachwerkes in dem Nullsystem als 
Xullebene eine Ebene a a zugeordnet; in dieser liegen die Punkte, 
die alien an den betreffenden Knotenpunkt stoBenden Faehern in 
der Raumfigur des Kraffceplans entsprechen. Diese Punkte bilden 
sonach wieder die Ecken eines ebenen Polygons, dessen Seiten 
den an den Knotenpunkt stofienden Staben des Fachwerkes kor- 
respondieren. 

Wie-wir also sehen, besteht sowohl die Raumfigur uber dem 
erweiterten Fachwerk als auch die Raumfigur uber dem Krafte- 
plan aus den Ecken und Kanten eines geschlossenen Polyeders. 
Das erste Polyeder nennen wir kurz das Fachpolyeder, das 
zweite das Kraftepolyeder. 

Fachpolyeder und Kraftepolyeder bilden zwei rezi- 
proke Figuren des Xullsy stems. Den Kanten des einen 
sind die Kanten des anderen als reziproke Polaren des 
Nullsystems zugeordnet. Die Ecken des einen Poly- 
eders sind die Nullpunkte von den begrenzenden Ebenen 
des anderen und liegen sonach in diesen Ebenen. Da 
dies wechselseitig gilt, so sind die beiden Polyeder 
einander gleichzeitig ein- und umschrieben, d. h. die 
Ecken des einen liegen in den Ebenen des anderen, und 
die Ebenen des ersten gehen durch die Ecken des zweiten 
hindurch. 

Die Gleichung (10) gibt den Ordinaten e a in den Knoten- 
punkten des Fachwerkes eine bestimmte statische Bedeutung. Es ist 
aber sofort zu sehen, daB auch jedes gleichgebaute Polyeder, von 
dem das Fachwerk die orthogonale Projektion bildet, vermoge des 
Nullsystems zu einem KrSfteplan fuhrt. Um dies nachzuweisen, 
bezeichnen wir mit (x a , # a ), (x b , y^) die Koordinaten der End- 
punkte eines Stabes, mit je^', g b ' die zugeho'rigen Ordinaten, endlich 



80 VXU. Kapitel. Der Krafteplan eines ebenen bestimmten Fachwerkes. 

mit a, j5 die Indices der beiden Facher, die in diesem Stabe 
aneinander grenzen. Dann mussen die Koordinaten der Punkte 
9l a ', 9I 6 ' Tiber den beiden Knotenpunkten erstlich der Gleichung 
der Ebene y tt ' genugen, welcher die uber dem Fache a liegende 
Seitenflache des Polyeders angehort. So nnden wir, wenn X a ', $ a ', 
3 tt ' die Koordinaten des Nullpunktes von y a ' sind, zwei Gleichungen 

8. ~ 9. * + O = *,' , 8a' - '** + -V& = "'6' 

Aus dem gleichen Grande bestehen aber auch, wenn wir statt des 
Faches a das Fach /5 nehmen, zwei Gleichungen 



Aus diesen beiden Gleichungspaaren folgt die Eelation 
(12) (/- 2 B ') : /- D a ') = K- *) : (^- i/J, 

deren Bedeutung die folgende ist: 

Dem Fachpolyeder ist in dem Nullsystem ein reziprokes Poly- 
eder zugeordnet. Projizieren wir dessen Kanten auf die Grund- 
ebene, so sind sie nach der gefundenen Gleichung (12) jedesmal 
dem zugeliorigen Stabe des Fachwerkes parallel. Den Staben des 
Fachwerkes, die von einem Knotenpnnkte ausgehen, entsprechen 
aber an dem reziproken Polyeder die Kanten, die eine Seitenflaehe 
dieses Polyeders begrenzen und auch in der Projektion wieder ein 
geschlossenes Polygon bilden. Die Projektionsfigur hat also alle 
Eigenschaften eines Kraffceplans: Deuten wir ihre Strecken 
als Kraffee, so wirken diese Krafte in den Eichtungen 
der Fachwerkstabe, und die Kraftstrecken, die zu den 
durch einen Knotenpunkt gehenden Staben gehoren, 
schlieBen sich zu einem Polygon, was jedesmal be- 
deutet, daB an dern Knotenpunkt Gleichgewicht besteht. 
ScnlieBlich kommt auch jede Kraftstrecke doppelt 
vor, als Eeprasentantin der zwei in einem Stabe wir- 
kenden, entgegengesetzt gleichen Spannungskrafte. 
Tn der Tat lafit sich jeder Seitenflache *des Kraffcepolyeders ein 
bestimmter Umlaufsinn geben, z. B. der Sinn einer positiven Um- 
kreisung der nach dem Innern des Polyeders gerichteten Normalen 
auf der Seitenflache. Dabei wird jede Kante des Polyeders ent- 
spreehend den zwei Seitenflachen, denen sie angehort, zweimal, 
in entgegengesetztem Sinne, durchlaufen, und gleiches gilt also 
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auch fur ihre Projektion, die Kraftstrecke im Kraffceplan, die dem- 
nach zwei entgegengesetzt gleiclie Kraffce darstellt. 

Nun wissen wir aber, daB der Kraffceplan des erweiterten Fach- 
werkes bis auf eine gleichzeitige Anderung der GrSBe aller Krafte 
in demselben Yerhaltais, d. h. bis auf eine JUinlichkeitstransfonna- 
tion, bei der alle Richtungen erhalten bleiben, durch das Fach- 
werk selbst bestimmt 1st. Nennen wir also 3, ty die Koordinaten 
der Eckpunkte in dem ursprunglicnen Krafteplan, 3', $' die ent- 
sprechenden Koordinaten in dem neuen Krafteplan > so muB eine 
Relation von folgender Form besfcenen 

(13) 3r-w3e + fl, IT-W8 + &; 

m ist hierbei das Verhaltnis, in dem die Krafte ge'andert werden, 
a, b bedeuten die Komponenten einer ParallelverscMebung, welcher 
der Kraffceplan, da seine absolute Lage ja nicht feststeht, auch 
noch unterworfen werden kann. Wirklich ergibt sich dann sofort, 
wenn wir den Gleicnungen (8) entsprechend 

2 (i/0 ^ S ,J ~" *V 7 ^(l/o = D, ~ $;.' 
setzen, 



Die Spannungen andern sich also in der Tat miter der Voraus- 
setzung der Gleichungen (13) alle nur urn einen konstanten 
Faktor m. 

Der Gleichung (9) entsprechend haben wir aber weiter 

3;- 8/- (K- /K- @ - z/)y, 

oder mit Rucksicht auf (13) 
das heiBt 

wenn c eine neue Konstante bezeichnet. So ergibt sich, daB wir 
auch allgemein 

(13 a) 8' *8 + c 

zu setzen haben, wenn 3' die zu X', ty' gehorende Ordinate be- 

deutet. 

Die Raumfigur des neuen Kraffceplans, d. h. das zu der neuen 
Raumngur des Fachwerks reziproke Polyeder geht sonach aus 

TImerding, Krafteplanc. 6 
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dem urspriinglichen Kraftepolyeder hervor durch die Ahnlichkeits- 
traBsformation des Raurnes, welche die Gleichungen (13) und 
(13 a) zusammengenommen darstellen. 

Nun haben wir aber fur die Ordinaten tiber dem Fachwerk 
die allgemeinen Ausdriicke 



und setzen wir in den zweiten die Werte (13) und (13 a) ein, so 
ergibt sich 

/- >w(8- 9* + 20) + <*y - 1* + c, 

oder 

(14) / = mz }- ay bx + c. 

Diese Gleichung zeigt, wie man unmittelbar aus dem ursprting- 

lichen Fachpolyeder das neue Polyeder erhalt. 

Die durch die Gleichung (14) dargestellte lineare Transforma- 
tion des Raumes ist aber eine perspektive AffinitSt, d. h. es 
hat zunachst die Yerbindungslinie je zweier entsprechender Punkte 
81, 2C' eine feste Richtung. In der Tat liegen zwei solche Punkte 
immer auf einem Lot a der Grundebene. Weiter aber laBt sich eine 
Ebene cc besthnmen derart, daB, wenn 3t ihr Schnittpunkt mit 
der vert-ikalen Geraden 2121' ist, das Verhaltnis 



wird, also ein en fur alle Paare entsprechender Punkte gleich- 
bleibenden Wert annimmt. Diese Ebene a muB die Eigenschaffc 
haben, daB ihre Punkte sich selbst entsprechen, da ja mit 9I2t 
auch 2l'2I verschwinden muB, die Punkte 21, 21' also beide nach 
2t fallen. Die Gleichung von a finden wir also, indem wir in (14) 
/ = 9 -a, ^ Q machen, sie lautet demnach 

(15) (m l),? + y for + c . 

Es ergibt sich so fur die Ordinate des in diese Ebene fallenden 
Punktes 2( 

(m 1).? -= - (ay bar + c) , 

und somit verwandelt sich (14) in 

/ = mz (m l) , 
oder 

(16) / * *(*-*o)i 
d.h. 21'2I =^-2121 , w. z.b. w. 
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Wie wir nun zeigen wollen, lassen sich die Koeffizienten in 
der Gleichung (14; der Affinitat immer so bestimmen, daB dio 
Seitenflache des Faehpolyedei's , deren Rand sich auf die Grund- 
ebene als das Seileck der iiuBeren Kraffce projiziert, mit der Grund- 
ebene zusammenfallt. 1st namlich bei dem urspriinglichen Fach- 
polyeder die Ebene, der diese Seitenflache angehort, durch die 
Gleichung dargestellt 



so mufi man, damit diese Ebene in die Ebene /= iibergehe, 



annehmen, wobei m willktirlich bleibt. Man kaun deshalb aueh 
noch die Ordinate eines Randpunktes in dem transformierten 
Polyeder willkurlich geben und bestimmt dadureh dann die Trans- 
formation vollstandig. Es zeigt sich also, daB durch das in der 
Grundebene liegende Seileck, das nunmehr dem Fachpolyeder 
selbst angehort, und die Ordinate in einem Eandpunkte des ur- 
spriinglichen Pachyrerks die ganze Raumfigur bestimmt ist. 

Die so entstehende Raumfigur deuten wir nun, wie wir es 
bereits bei den vorher behandelten speziellen Fachwerken getan 
haben, als eine Zeltfigur iiber der Grundebene. Die Ecken 
des Seileckes reprasentieren die Zeltpflocke, iiber den Krafb- 
staben, die von den Ecken des Seilecks ausgehen, liegen die Zelt- 
leinen, die den Rand des das ursprungliche Fachwerk uber- 
deckenden Zeltdaches an die Zeltpflocke binden. Die Ordinaten 
in den Knotenpunkten des Fachwerkes kQnnen wir als die Zelt- 
s tan gen deuten. Dieses drastische Bild veranschaulieht vielleicht 
am besten das Wesen der Fachwerkfigur. 

Yon den Randordinaten des Fachwerkes durften wir eine be- 
liebig wahlen. Durch sie sind alle anderen Randordinaten ein- 
deutig bestimmt Um diese wirklich zu ermitteln, verbinden 
wir die von dem Endpunkte der angenommenen Ordinate aus- 
gehende Zeltleine mit einer der beiden angrenzenden Seileckseiten 
durch eine Ebene, diese schneidet dann aus der Ordinate des be- 
nachbarten Randpunktes einen zweiten Eckpunkt des Zeltdach- 
randes aus. So kb'nnen wir fortfahren, bis wir ganz um den Rand 
herumgekommen sind und seine Ordinaten alle bestimmt haben. 
Es bleiben darauf noch die Ordinaten in den inneren Knoten- 
punkten des Faehwerks zu finden. Zunitchst suchen wir diejenigen 
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unter ihnen aus, deren Endpunkte mit drei oder mehr Eckpunkten 
des Zeltrandes einer Ebene angehoren und sich auf diese Weise 
direkt bestimmen lassen. Sodann gibt es moglicherweise noch wei- 
tere Eckpunkte der das Zeltdach bildenden Polyederschale, die 
mit drei der bereits bestimmten Punkte in einer Ebene liegen 
und demnach sofort zu ermitteln sind. Bleibt schlieBlich aber ein 
Stuck der Polyederschale uber, von dessen Randpunkten keine 
drei mit einem inneren Eckpunkte in einer Ebene liegen, so haben 
wir Betrachtungen anzustellen, deren allgemeinen Charakter wir 
an dem folgenden Beispiele erortern konnen. 

Wir nehmen an, a, &, c, . . . Jc seien der Reihe nach die 
Yerfcikalen der ubrigbleibenden Randpunkte SI, 85, 6, ... ft, und 
von ihnen aus gehe nach dem Inneren des Polyedersttickes nur 
je eine Kante. Diese Kanten mogen die in den Yertikalen a', &', 
c', . . . 7t' liegenden zweiten Endpunkte haben. Wir legen dann 
durch die Kante 9135 des Randes eine beliebige Ebene ??, welche 
die Ordiuaten a und V in SI/ und 85/ schneide, durch die Kante 
SE und SB/ eine weitere' Ebene, welche die Ordinate c' in / 
treffe, und so fort, bis wir schlieBlich eine Ebene durch S& 
legen und derart auf der Ordinate a einen neuen Punkt 2/' 
linden. Dasselbe fiihren wir noch einmal aus, indem wir statt 7^ 
irgendeine and ere Ebene ?/ 2 durch 21 S3 legen. Derart mogen 

wir eine neue Folge von 




auf den Ordinaten a, 6', 
r', ... a' bekommen. 

Nun ist leicht einzu- 
sehen, dafi, wenn wir die 
Strecken 



alle in demselben 
Yerhaltnis I tei- 
len, dieTeilpunk- 

f 'Oft r W ff 

k ^i i **- 
eine Punktkette 

von derselben Art 
wie die ersten bei- 
1>1 ff- 42 - den bilden. 

In der Tat wird z, B. die Gerade 81$ von den Geraden 2l/ SB/ 
und 91 2 " 35 2 " in demselben Punkt-e 5J5 getroffen, und legen wir in 
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der Yertikalebene, die die letzteren beiden Geraden verbindet, 
durch 5{5 eine beliebige neiie Gerade, welche die Yertikalen 2l/ 21 2 ' 
und S3/ 33 2 ' in 2(' und 33' trifffc, so wird 

21' 21^ : 21' 2C - S3' / : 93' 33 2 ' - A, 

und es liegen auch die vier'Punkte 21, S3, 2f, S3' in einer Bbene. 

Das Teilungs verbal tnis I w&hlen wir insbesondere derart, daB 
21" mit 31' zusammenMlt, was immer auf eine einzige Art raog- 
lich ist. Man fuhrt die Bestimmung dieses Punktes 21' aus, in- 
dent man dureh SI/, 21/irgend zwei 
Parallele zieht, und dureh 2I/', 213" 
auch zwei Parallele, welche die 
ersten beiden in 21/" und V^'" 
scbneiden mogen. Die Verbin- 
dungslinie ^ ff 2( 2 '" schneidet dann 
aus der Vertikalen ^ 2t 2 ' den ge- 
suchten Punkt 21' aus. Die Punkt- 
kette 2t', 93', ', . . . 2T aber, zu 
der dieser Punkt 21' gehort, be- 
stent aus lauter Eckpunkten der gesucbten Polyederscbale. 

Es bedarf nur einer kurzen tlberlegung, um erkennen zu 
lassen, daB, was wir an einem besonderen Ealle erortert haben, 
sicb allgemein anwenden lafit. Wir konnen nSmlich in dem an- 
fanglicb entstebenden Ebenenkranz die eine Ebene, die 2I n S3 1? 
93/, SI/ verbindet, ersetzen durcb zwei ebene Dreieckc 21 1 33 1 S3 1 / 
und 93 1 93 1 '21 1 // , dann bilden die so entstehenden cbenen Flachen 
von Anfang an den Rand einer Polyederscbale. Wenn wir dies 
allgemein ausdrucken wollen, so haben wir zu sagen: uberall, wo 
wir von einer durcb. eine Kante willkurlich bindurcbgelegten Ebene 
ausgeben, haben wir uns eine neue Kante eingefuhrt und eine 
der SeitenflSchen ISngs dieser Kante geknickt zu denken. Danach 
ist sofort klar, daB im ganzen ebensoviel solche Knickungen aus- 
zufohren sind, als Grade der Willkiirlichkeit bei der Anlage der 
Figur auftreten. tlberall aber, wo eine solche Willkiirlichkeit 
auffcritt, haben wir dieselbe Konstruktion genau wie in dem obigen 
Beispiele zweimal auszufuhren; aus diesen beiden Bestimmungen 
setzt sich jedesmal der allgemeine Eall mit Hilfe eines Parameters 
I linear zusammen, oder die auf den einzelnen Ordinaten be- 
stimmten Punkte zeigen dasselbe Abstandsverhaltnis L Dies & 
TaBt sich aber immer so bestirninen, daB der eingeiuhrte KJaick 
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wieder verschwindet, indem die beiden Seitenflachen, die langs 
der eingekniekten Kante zusammenstofien, wieder in eine Ebene 
fallen. So lassen sieh nacli und nach alle eingefugten Knicke 
wieder entfernen, und man erhalt zum SchluB eine Poljederschale 
von der verlangten Art mit der vorgeschriebenen TJmrandung, 
womit die Aufgabe gel5st ist. 

Verandert man die urspriinglicli willkiirlich angenommene 
Ordinate in irgendwelchem Yerhaltnisse, so verandern sich auch 
alle anderen Ordinaten der Figuren in demselben YerhSltnisse. 

Das beschriebene Yorgehen zur Erniittelung der Poljeder- 
schale zeigt eine gewisse Yerwandtschaft mit dem friiher erorterten 
Hennebergsehen Yerfahren zur Losung des Spannungsproblems. 

Infolge der Yoraussetzung, dafi die ganze Polyederschale durch 
ihren Eand bestimmt isfc, mufi die Zahl der Bedingungen, welcbe 
durcli die Struktur der Polyederschale den Ordinaten in den in- 
neren Knotenpunkten auferlegt wird, gleich der Anzahl ^ der 
inneren Knotenpunkte selbst sein, und wir fin den sonach die ein- 
fache Formel 



wenn n die Zahl der viereckigen, ?z 5 die der fiinfeckigen Facher, 
>? 6 die der sechseckigen Father in dem Fachwerke ist usw. 

Was die vorstehenden Betrachtungen zeigen, ist, daB man vom 
Seileck ausgehend durch ganz elementare, wenn auch umstandliche 
Raumkonstruktionen die Zeltfigur gewinnen kann, 

Die anzuwendenden Eegeln und Kunstgriffe im einzelnen 
zu verfolgen, wiirde zu weit fiihren. Es geniigt, ein einfaches 
Beispiel zu geben. Das in der beistehenden Figur dargestellte 
Fachwerk besteht aus neun Staben, von denen dureh jeden der 
sechs vorhandenen Knotenpunkte drei gehen. Die wirkenden 
aufieren KrM,fte bestehen in zwei Paaren entgegengesetzt gleicher 
KrSfte, die in den Ecken des die Berandung bildenden Rechteckes 
angreifen und in die Diagonalen dieses Rechteckes fallen. Das Seil- 
eck dieser Erafte ist ein Parallelogramm , das in der Figur das 
Rechteck uinschlieBt. Die ebenen Fl^chen, die von den Seileck- 
seiten ausgehen, mtissen nun nach einem Punkte, der im Raurne 
uber dem Schnittpunkte der Diagonalen liegt und in beliebiger 
Hohe angenommen werden kann, konvergieren. Danach sind diesc 
Flachen und ist gleichzeitig die uber den Seiten des Recht- 
eckes liegende Berandung der Raumfigur tiber dem Fachwerke 
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sofort zu finden. Um endlicli auch die Lage der Raumpunkte 
iiber den beiden inneren Knotenpunkten festzulegen, verlangere 
man den diese beiden Knotenpunkte verbindenden Stab, bis er 
zwei Gegenseiten des Rechteckes trifft. Dann mufi, wie leiclit zu 




sehen 1st, auch die Gerade im Raume, die uber dem inneren Stabe 
liegt, die fiber den beiden Rechteckseiten liegenden G-eraden schnei- 
den und ist derart, da diese beiden Scnnittpunkte im AufriB so- 
fort zu finden sind, unmittelbar zu konstruieren. Dadurca ist 
dann die ganze Raumfigur in einfacher Weise festgelegt und die 
Aufgabe gelost. 

Schliefilich mussen wir noch beacbten, dafi das Seileck durch 
die auBeren Krafte und ihre Wirkungslinien nicht eindeutig be- 
stimmt ist. GemaB der Raumkonstroktion, die wir fur das Seil- 
eek gefunden haben, k5nnen wir die Zeltseile der Zeltfigur durch 
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irgend eine Ebene 77 schneiden. Dann liefern nach den Erorte- 
rungen am Schlusse des dritten Kapitels die Projektionen der 
Schnittpunkte auf die Grundebene die Ecken eines neuen Seil- 
eckes. Die Ebene vj erzeugt aber aus der Zeltfigur aufs neue 
ein gescnlossenes Polyeder, das sie nach unten bin begrenzt, 
und dieses geschlossene Polyeder konnen wir wiederum durch 
eine Affinitat yon der betrachteten Art derart transformieren, 
daB die Ebene y in die Grundebene fallt und sonach die Schnitt- 
punkte von 77 mit den Zeltseilen direkt in die Ecken des neuen 
Seileckes iibergehen. Das bedeutet aber: Transformiert man 
die Zeltfigur durch eine Affinitat der betrachteten 
Art, so geht sie wieder in eine Zeltfigur uber, bei der 
genau wie vorher die Schnittpunkte der Zeltseile mit 
der Grundebene die Ecken eines Seilecks fiir die auBe- 
ren Krafte des Fachwerkes bilden. 



Neuntes KapiteL 

Erweiterungen und Konstruktionsmethoden. 

Das Wesentliche des Yerfahrens, welches nns zu dem Krafte- 
plan des erweiterten Fachwerkes fiihrte, bestand darin, daB wir 
zu ein em geschlossenen Polyeder uber dem Fachwerk ein rezi- 
prokes Polyeder aufsuchten und dieses wieder auf die Grundebene 
projizierten. Ein Polyeder aber ist zu einem anderen reziprok, 
wenn jeder Ecke des ersten eine Seitenflache des zweiten und 
jeder Seitenflache des ersten eine Ecke des zweiten entspricht, derart 
daB den Kanten, die in dem ersten Polyeder durch eine Ecke 
gehen, in dem zweiten Polyeder die Kanten entsprechen, die eine 
Seitenflache umgrenzen. DaB aus zwei solchen Polyedern, wie 
sie durch ein Nullsystem geliefert werden, zwei reziproke Plane 
entstehen, von denen der eine als die Fachwerkfigur, der andere 
als dessen Kraffceplan aufgefuhrt werden kann, beruhte darauf, 
daB zwei einander zugeordnete Kanten der beiden Polyeder sich 
auf eine zur Achse des Nullsysterns senkrechte Ebene als parallele 
Strecken projizieren. 

Die Forderung, daB solche zwei Strecken parallel sein sollen, 
kSnnte aber ebenso gut auch durch die andere Forderung ersetzt 
werden, daB sie einen konstanten Winkel f miteinander bilden 
milssen. In der Tat konnen wir uns einen bereits gefundenen 
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Krafteplan in seiner Ebene irgendwie herumgedreht denken, 
ohne daB er seine Bedeutung fur die Darstellung der Spannungs- 
krafte in dem Fachwerk verliert, da er ja an sich v6llig unge- 
Sndert bleibt. 

Auf der anderen Seite ist es durchaus unwesentlich, daB das 
reziprcke Polyeder im Kaume durch ein Nnllsystem geliefert wird, 
es konnte ebenso au.cn durch irgend eine andere reziproke Zuord- 
nung (insbesondere durch das Polarsystem einer Flache zweiter 
Ordnung) gewonnen werden. Die Gmndgleichung des Nullsystems 

( i) x - 3 - y - 9* 

ist dann durch die Gleichung zu ersetzen, welche in entsprechen- 
der Weise die Koordinaten (#, #, z) und (, ?), 3) zweier kon- 
jugierten Punkte der neuen EeziprozitSt miteinander yerbindet. 
Die Form dieser Gleichung kann die einer allgemeinen bilinearen 
Beziehung zwischen den beiden Koordinatentripeln sein. Bei einer 
solchen allgemeinen Beziehung werden die Projektionen zweier 
reziproken Linien, d. h. zweier Geraden, bei denen jeder Punkt 
der einen jedem Punkte der anderen konjugiert ist, fur gewohn- 
lich nicht einen konstanten Winkel miteinander bilden. Wir 
wollen aber nachweisen, daB diese Forderung erfiillt ist, wenn 
wir der bilinearen Gleichung die folgende besondere Gestalt 
geben: 
(2) Px + Qi/ + Ez 



Sind dann die Punkte 

(., 9, 3J, (X ? , %, 3^) 

beide konjugiert zu den zwei Punkten 

(x a > y a > *<*}> fa, y ^), 

so ergibt sich 

yj + (* - O 



woraus weiter folgt 

3) (* - *J + (D,,, - 9) (2/6 - 2/ 
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Macht man nun 

(3) *>* ~~ $ " "* S 
x b *' s a 

so heben sich aus der letzten Gleichung S ai1 s ab sofort heraus, 
und sie geht fiber in die einfache Form 

A cos(<p c( j - ^ a6 ) JB sin(^^ - ^ a6 ), 
oder 

(4) 
wenn wir 



setzen. 9^^ 1st aber der Winkel, den die Strecke (a/5) im Krafte- 
plan mit der ic-Achse einschlieBt, und ip a6 der analoge Wuikel fur 
die korrespondierende Strecke ab im Lageplan, ist demnach der 
Winkel, den diese beiden einander zugeordneten Strecken mitein- 
ander bilden, und die Gleichung (4) zeigt, daB dieser Winkel 
konstant, d. h. derselbe fur alle Paare entsprechender Strecken in 
den beiden reziproken PlSnen wird, was zu beweisen war. 

Insbesondere wii-d = 90, wenn wir B = machen. Dies 
ist z. B. der Fall, wenn wir die Gleichung (2) in der ganz ein- 
fachen Form annebmen 



welcbe das Polarsjstcm eines Eotationsparaboloids darstellt. 
Dieses Polarsystems hat sich Maxwell bei seinen Untersuchungen 
liber reziproke Plane bedient, dem die grundlegenden Ideen dieser 
Theorie zu verdanken sind. Nach ihm hat Cremona das Null- 
system zur Herstellung der reziproken Plane verwendet und sich 
um die Verbreitung und praktische Ausgestaltung der Lehre Ver- 
dienste erworben, die Maxwells viel tiefer greifende Forschungen 
in den Hintergrund drangten, um so mehr, als der Begrunder der 
graphisehen Statik, Culmann, sich lebhaft Cremona zu- und 
von Maxwell abwandte. 

Hauck hat gezeigt, daB man statt des Eotationsparaboloids 
auch eine beliebige rotatorische Mittelpunktsfl^che verwenden 
kann, deren Achse wie die des Paraboloids auf der Grundebene 
senkrecht steht, wenn man nur die orbhogonale Parallelprojektion 
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auf die Grundebene fur den Krafteplan durcb eine Zentralprojek- 
tion aus dem Mittelpunkte der Rotationsflache ersetzt. 

Um dies nacbzuweisen, nehmen wir die Gleichung der Rota- 
tionsflache in der Form an: 

(6; M (a? + f) + N(z - c/ = 1. 

Die Gleicbung ihres Polarsystems 1st dann 

(6) H (%x + gy) 4- JN-(3 - c) (z - c) = 1. 



Bilden. wir diese Gleichung wieder fur zwei Punkte 
(x b . v/ 6 , 2 6 ), so finden wir die Gleiehungen 



- c) (t u - c) = 1, 
+ 8%) + A'(8 ~ c) fe - c) = 1, 

in denen 3, S 3, S ^ e ^ 7 eranderlichen sind. 

Diese Gleichungen stellen zwei Ebenen dar, die durch die zu 
der Verbindungslinie ab reziproke Linie (a/3) bindurcbgeben. 
Die Gleicbung der Ebene, welcbe dieselbe Linie (a f) aus dem 
Mittelpunkte der Flacbe projiziert, ergibt sicb durcb einfacbe 
Subtraktion der beiden vorstebenden Gleiebungen und lautet 

^C ( - O + 8 fe - yJ] + A '(3 - c) & - o = o, 

die Scbnittlinie dieser Projektionsebene mit der Grundebene 3 ssa 
bat demnacb in laufenden Koordinaten X, ^) die Gleicbung 

IfpEfo - aj + DO/ 6 - y a )] - A'c(* 6 - O = 0. 

Neiunen wir auf der so gefundenen Projektionslinie zwei beliebige 
Punkte (3e a , j^,) und (X,, ^^ an, so wird 

* 6 - *)'+ i (% - yj] = No (z t - O 

- aj + g) * (y - yj] - Jr (/ - O 

und damit 

^ - B ) (* - *J -h (D,, - 9 J (% - y B ) = o. 

Macben wir bierin die Substitutionen (3), so ergibt sicb mit 
Rticksicbt auf (3 a) sofort 

cos e = 0, 

also = 90, womit der geforderte Nacbweis geliefert ist. 

Wir unterwerfen nun nocb die Rotationsflacbe (6) einer per- 
spektiv affinen Transformation, bei welcber die Punkte der Grund- 
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ebene ungeandert bleiben und die tibrigen Punkte sich in einer 
bestimmten Eichtung um eine Strecke verschieben, die ihrem Ab- 
stande von der Grundebene proportional ist. Die Flache, welche 
so aus der Eotationsflache hervorgeht, ist eine allgemeine Flache 
zweiter Ordnang, die von den der Grundebene parallelen Ebenen 
in Kreisen geschnitten wird. In der Tat erfahren bei der aus- 
zufiihrenden Transformation die Punkte einer solcben Ebene eine 
einfache Parallel versehiebung, die Kreise, in denen diese zu der 
Eotationsaehse senkrechten Ebenen die Eotationsflache schneiden, 
gehen also wieder in Kreisschnitte der transformierten Flache fiber* 
die aufs neue in einer zur Grundebene parallelen Ebene liegen. 
Die Polarebene eines Punktes beziiglich der alten Flacne geht in 
die Polarebene des transformierten Punktes beziiglicn der neuen 
Flaehe uber. Der Mittelpunkt der neuen Flache gebt aus dem 
Mittelpunkte der alten Flache hervor. Die Zentralprojektion aus 
dem Mittelpunkte bleibt also nacn der Transformation erh alten. Die 
orthogonale Projektion der Fachwerkfigur aber verwandelt sich, 
da die affine Transformation parallele Linien immer wieder in 
parallele Linien uberfuhrt, in eine schiefe Parallelprojektion der 
neuen Figur, durch die dasselbe Fachwerk hervorgeht. Die Eota- 
tionsachse der Eotationsflache verbindet die Punkte, in denen 
die zu der Grundebene parallelen Tangentialebenen die Flache 
beriihren. Also verbindet auch nach der affinen Transformation 
der Durchmesser der Flache, der in die Projektionsrichtung fallt, 
die Bertihrungspunkte der zwei zu der Grundebene parallelen 
Tangentialebenen, d. h. aber, er ist zu der Stellung der Grund- 
ebene konjugiert. Er enthalt daher auch die Mittelpunkte aller 
der zur Grundebene parallelen Kreisschnitte. Demnach ergibt sich : 

Um aus dem Polarsystsem einer beliebigen Flache 
zweiter Ordnung zwei reziproke Plane herzuleiten, pro- 
jiziere man die Fachwerkfigur auf eine Ebene, die zu 
einem Kreisschnitt parallel ist, in der Eichtung des zu 
dieser Ebenenstellung konjugierten Durchmessers der 
Flache- man projiziere ferner die zu der Fachwerkfigur 
bez. der Flache polarreziproke Figur aus dem Flachen- 
mittelpunkte auf dieselbe Ebene. Diese Projektion 
liefert dann einen Krafteplan zu dem aus der Projektion 
der Fachwerkfigur erhaltenen Fachwerke. 

Ist die Flache zweiter Ordnung insbesondere eine Kugel, so 
erhalt man, da hier eine jede Linie senkrecht ist zu der Ebene, 
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welche Hire reziproke Polare mit dem Kegelmittelpunkte M ver- 
bindet, folgende einfaehe, von Hauck angegebene Regel: 

Man lege durch einen festen Raumpunkt M zu jeder 
Xante der Fachwerkfigur die normale Ebene. Die so ent- 
stehendenEbenen 
schneiden dann 
die Grundebene 
in den Linien des 
KrSfteplans, der 
zu dem durch or- 
thogonaleProjek- 
tion der Fach- 
werkfigur auf die 
Grundebene ent- 
stehenden Fach- 
werke geh6rt. 

Wir wollen ein 
einfaches Beispiel benutzen, urn 
an^ihr das in der vorstehenden 
Regel enthalteneHauckscheYer- 
fahren zu illustrieren. Es ist das in 
der beistehenden Pigur benandelte, 
wo das Faehwerk sich auf ein 
einziges Dreieck reduziert. Man 
kann die ganze entstehende Figur 
deuten als eine liber der Grund- 
rifiebene stehende dreiseitige Py- 
ramide, die scbrag abgescnnitten 
wird. Den Punkt im Raume, durch 
den die !Normalebenen zu den ein- 
zelnen Geraden der Raumfigur 
gelegt werden, konnen wir als 
einen beliebigen Punkt M in 
der AufriBebene annehmen. Die 
Schnittlinien einer der Normal- 
ebenen mit der Aufrifl- und Grund- 
riBebene sind nun zu den Geraden, 
in denen sich die Gerade im Raume 
auf die AufriB- und GrundiiBebene projiziert, beziehentlich senk- 
recht und schneiden sich auBerdem auf der trennenden Achse von 
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GrundriB und AufriB. Danach 1st die raumliche Konstniktion auf 
die ebene Darstellung sofort zu tibertragen. 

Wir bezeichnen die Spitze der dreiseitigen Pyramide mit 0, 
die Ecken ihres schragen Schnittes mit 1,2,3, mit 01 die Ver- 
bindungslinie der Pnnkte 0, 1 usw. sowobl im AufriB wie im 
GrundriB. Dann ziehen wir im AufriB durch M zu den Linien 
01 usw. die Senkrechten, deren Schnittpunkte mit der Achse ebenso 
bezeichnet seien wie die Linien selbst. Durch diese Schnittpunkte 
ziehen wir weiter die Senkrechten zu den gleichbezeichneten 
Linien des Grundrisses. Auf diese Weise entsteht der Krafteplan, 
der in diesem Falle einfach aus einem Dreiecke 123 und den 
von dessen Ecken nach einem Punkte konvergierenden Strecken 
besteht. Die Dreiecksseiten 1, 2, 3 sind der Reihe nach zu den 

Strahlen 01, 02, 03 im GrundriB 
senkrecht und die durch gehenden 
Strecken zu den Seiten des Dreiecks 
1 2 3 im GrundriB. 

Diesem Verfahren ist an Einfach- 
heit und tJbersichtlichkeit ein ande- 
res ebenburtig, 
das wieder an 
die Theorie des 
Nullsystems an- 
knupft. Wir er- 




fi* 



ortern es ebenfalls an einem ganz einfachen Beispiele: einem 
Fachwerke, das aus zwei Dreiecken 123 und 234 besteht. Wir 
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konstruieren ein Seilpolygon for die auBeren Krafte, dessen Ecken 
wir mit J. 01 , J 02 , J. 03 , A Qi bezeichnen. Dann nehmen wir an, die 
zugeho'rige Raumfigur sei gefunden, und bezeichnen in ihrem 
AufriB die Punkte ebenso wie die entsprechenden Punkte des 
Grundrisses. In der Raumfigur treten sechs Ebenen auf, die wir 
mit den romischen Ziffern I bis VI charakterisieren wollen. 
Vier von ihnen, I bis IV, schneiden die GrundriBebene in den 
Seiten Ci, <7n, GUI, #iv des Seilecks; CVund CVi seien in analoger 
Weise die Spuren der letzten beiden Ebenen. 

Um diese Spuren allgemein zu linden, haben wir die Punkte A ik 
einzuftihren, in denen die Kanten iJc der Raumfigur oder ihre Ver- 
langerungen die Grundrifiebene durchstoBen und die wir der Kurze 
halber als die Pole des Fachwerkes bezeichnen wollen. Die Pole 
sind den Staben des Fachwerkes in eindeutiger Weise zugeordnet 
und liegen auf ihnen selbst oder ihren Verlangerungen. Dabei 
liegen eine Anzahl von Polen immer in gerader Linie, wenn die 
zugehorigen Stabe ein Fach des Fachwerkes begrenzen. AuBer- 
dem liegen je zwei Ecken des Seileckes A Qi der auBeren Krafte roit 
einem der Pole in gerader Linie. 

Auf diese Weise lassen sich auch leicht die unendlich vielen 
Seilecke ableiten, die noch moglich sind, wenn schon die Raum- 
figur uber dem eigentlichen Fachwerke (d. h. die Ordinate in jedem 
Knotenpunkte des Fachwerks) gegeben vorliegt. AuBerdem kSnnen 
die Wirkungslinien aller auBeren. Krafte mit Ausnahme einer ein- 
zigen. beliebig gegeben sein, dann legt man durch einen der Pole, 
die auf einer Seileckseite liegen sollen, in der Figur z. B. -<1 12 , 
die erste Seileckseite beliebig. Die Ecken des Seilecks. die auf 
dieser liegen und den Wirkungslinien der auBeren Krafte in 1 
und 2 angehoren, mogen mit A Ql und -4 02 bezeichnet sein. Die 
Verbindungslinie von A^ und A* liefert eine weitere Ecke J. 04 
des Seilecks auf der gegebenen Wirkungslinie der Kraft, die in 4 
angreiffc. Verbinden wir A iB mit A Ql und A S4: mit J. 04 , so erhalten 
wir als Schnittpunkt dieser Verbindungslinien die vierte und letzte 
Ecke -4 03 des Seilecks, und wenn wir den so gefundenen Punkt 
mit dem Knotenpunkt 3 verbinden, auch die Wirkungslinie der 
letzten auBeren Kraft. 

Lassen wir nun die erste Seileckseite sich urn A 12 drehen, so 
drehen sich auch die anderen Seileckseiten um die Pole, die auf 
ihnen liegen, so dafi die Ecken des Seilecks auf den gegebenen 
Wirkungslinien der Uufieren Kr&ffce fortlaufen. Nur die letzte 
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Ecke des Seilecks, far die die Wirknngslinie nicht gegeben ist, 
besehreibt einen Kegelschnitt, der durch den zugehorigen Knoten- 
punkt (3) des Fachwerkes hindureh geht. Ist nun auch die letzte 
Wirkungslinie gegeben, so ist der letzte Seileckpunkt (-4 03 ) auf 
dem Kegelschnitt, dem er angehort, eindeutig festgelegt (als zwei- 
ter Schnittpunkt des Kegelschnittes und der letzten Wirkungslinie, 
die beide durch den letzten Knotenpunkt gehen). So ist dann 
auch das ganze Seileck in eindeutiger Weise festgelegt, und es laBt 
sich durch eine Konstruktion bestimmen, die nichts anderes als 
das Ziehen von geraden Linien erfordert, also mit dem Lineal 
allein ausfiihrbar ist. 

Nehmen wir zu den Seileckseiten die Geraden hinzu, auf denen 
drei oder mehr Pole des Fachwerkes liegen und welche die Grund- 
rifispuren der ebenen Flachen in der Kaumfigur des Fachwerkes 
bilden, so erbalten wir eine ebene Figur, welche wir als das er- 
weiterte Seileck des Fachwerkes bezeichnen konnen. Aus ihr ist 
der Kraffceplan sofort herzuleiten, indem man ganz ebenso wie 
beim einfachen Seileck durch einen Kraftepol die Parallelen zu 
alien Seileckseiten zieht. Diese Parallelen seien ebenfalls mit den 
ZifFern I bis VI bezeichnet. Auf einer dieser Parallelen, etwa I, 
nimmt man den Punkt Ci beliebig an, und zieht dann bis zur 
Parallelen II die Strecke Ci Cu. parallel zu der Wirkungslinie der 
Kraft, die durch den Schnittpunkt der Seileckseiten Oi, Cu. hin- 
durehgeht, und ebenso die Strecken (7n (Vr, Om Orv, <7tv C. 
Darauf muB man z. B. die Strecke Ci (7y zwischen den Parallelen 
I und V parallel zu dem Stabe des Fachwerks ziehen, dessen Pol, 
Atf, der Schnittpunkt der Seileckseiten Ci, CV ist. Ebenso werden 
Ob O f v, On CVi, du Oyi und endlich Ov Oyi gezogen, wobei natur- 
lich schon durch weniger Strecken der ganze Krafteplan, den wir 
auf diese Weise bekommen, bestimmt ist. 

Die Begrundung dieses Verfahrens beruht darauf, daB man die 
Vertikale in als die Achse des zugrunde gelegten Nullsystems 
ansieht. Dann mussen die Lote, die man von den Nullpunkten aller 
ebenen Flachen der Fachwerfigur auf die Achse des Nullsystems 
fallt und die in diesen Ebenen liegen, deren GrundriBspuren 
parallel sein, ihre Projektionen auf die GrundriBebene fallen 
also mit den durch gezogenen Strahlen zusammen. Ferner 
mussen von den Strecken, welche diese Nullpunkte verbinden, 
d. h. von den Kanten der zu der Fachwerkfigur reziproken Raum- 
figur, die Projektionen auf die GrundriBebene den korrespondieren- 
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den Staben des enveiterten Fachwerkes parallel sein, wie es die 
in der gezeichneten Figur enthaltenen Verbindungsstrecken der 
Punkte Ci bis CVi wirklich sind. Wenn die Projektion der rezi- 
proken Raumfigur also nicbt die gezeichnete Figur ergibt, so muB 
sie doch jedenfalls eine zu dieser ahnliche und ahnlich liegende 
Figur liefern, so daB fur beide Figuren das Ahnlichkeitszentrum 
ist. Auf die absolute GroBe der gezeichneten Figur kommt es 
aber gar nicht an, man kann sowolil den MaBstab fur die Krafte 
nocli willkurlich wahlen als auch alle Spannungskraffce, die in 
dem erweiterten Fachwerk wirken, in demselben Verhaltnisse ver- 
andern. So sieht man in der Tat, daB die gezeichnete Figur keine 
andere ist wie die Figur des Krafteplans. 
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